﻿CAPITOLUL XXXIV ECUAȚIILE LUI LAGRANGE § Principiul lui d’Alembert La începutul primului volum (voi I, § ) am împărțit toate forțele care acționează în mod real asupra unui punct material, în forțe active și pasive Sa presupunem că asupra unui punct material A de masă m acționează forța activă F, iar acest punct A a căpătat accelerați a â (fig ) Să descompunem forța F în două forțe Ф și R', astfel încît să avem аМ reIa*ie valabilă d*x Im sin - sin () = —-p sin (// '— Q» ECUAȚIILE DINAMICE ALE LUI LAGRANGE IN COORDONATE GENERALIZATE G Dar noi avem: de aceea, vom obține: d y ■ u d x л cZ tfF C S ~ dP Sin df '* Astfel, vom căpăta: sau Această ecuație coincide cu ecuația ( ) de mișcare a pendulului matematic, obținută mai înainte prin alte metode § Ecuațiile dinamice ale lui Lagrange în coordonate generalizate In loc de a transforma pentru fiecare problemă ecuația ( ) așa cum s-a procedat în paragraful precedent pentru cazul pendulului matematic, Lagrange a dedus sub formă generală, din ecuația ( ), ecuațiile de mișcare în coordonate generalizate (§ ) Să presupunem pentru concretizare, că coordonatele (x, y, z) ale punctului material se exprimă prin doi parametri qx și q Dacă legăturile depind de timp, ecuațiile care leagă coordonatele x, y, z de parametrii qx și q% vor avea forma: De aici vom obține pentru variațiile Sx, Sy, oz: Astfel Qț și sînt coeficienții variațiilor • d | oE | » fit sau Deoarece în cazul considerat funcția E coincide cu funcția adică este un polinom omogen de gradul doi, atunci von avea: intrucît funcția E depinde numai de cantitățile c/ t, q q\ q\ din ecuația precedentă vom obține: sau e Integrînd vom avea d ( E) dE = dU dt dt ~ dt ' \ dE dU dt~ dt adică obținem integrala energiei § Micile oscilații ale unui punct material Să studiem mișcarea liberă a jinui punct material Л de masă m pe axa Ox sub acțiunea forței X x, ~ punctului A va fi: ' dx (Px m — dt ’ dt Să presupunem că am obținut; integrala x—ț(Z) a acestei ecuații, care satisface condițiile inițiale această integrală reprezintă o anu mită mișcare a punctului A Să presupunem că din anumite cau e coordonata x a punctului Л a căpătat o variație mica ț, astteî îucît cantitățile x și au devenit egale cu x -|și ‘ t ’ Dacă pentru orice valoare a timpului t cantitățile ? și ' vor rămîne mai mici dccît anumite limite date, mișcarea a punctului ma — Cure de mecanici teontUcă H зон ecuațiile lui lagrange numi stabilă; dacă însă, terial A se limitate a vor crește nelimitat, mișcarea x = bilă Pentru a buie integrată ecuația în cazul creșterii cantitățile £ și ne va timpului t, una sau amîrdouă dintre fn(t) a punctului A va fi insta Sa'^^^abilitătii mișcării punctului A tre dt sau dt at dx , Щ dt , adică luînd: xlz, ?« + £, Ф'( + ^ в introducîrd această dezvoltare în ecuația precedentă și ținînd seama; de ecuația ( ), vom obține: = X [t, cp (/), (/)]+M (t) E + N (/) Ecuația ) poartă numele de ecuația variația nai ă Vedem că ecuația variațiorală este o ecuație liniară și omogenă, cu coeficienți variabili Dacă soluția ecuației ( ) crește nelimitat în timp, atunci este probabil ca mișcarea x= , adică daca > , echilibrul va fi instabil, și că pentru A: i ) = , Ci (** f ~^ ) + ^ (a r ^ ) Acestui sistem de ecuații omogene în raport cu Cj și C i se poate aplica teoria determinanților, dar se poate obține soluția lor de asemenea cu următorul procedeu elementar Din aceste ecuații avem: prin urmare, trebuie să avem: Д^Г — a r ^ f aur —/> u lr —b adică / (r) — (ttj / — Z>, j) (** * —^ ) ~(** r~ ~‘,;i ) (** r ~^ i) = ( ) Rezolvînd ecuația caracteristică /(r) = , vom obține patru rădăcini rH r , r , r , pentru care poate fi valabilă egalitatea celor două valori ale raportului de mai sus Deoarece in acest caz trebuie să avem : atunci, notma pn trare, vom avea: ECUAȚIILE lui lagrange ( ) și C? cele PatrU constante arbi- ( ( ) « f ~~" «nr ""^u ) (П « -“‘' C ’ anr -bn ^ ) « r — » Cl = Prin urmare, integrala căutată a Яі = C? )erif+C( )er q =+C?*er=(+d )ers,+Суі’Ч I in care relațiile ( ) conțin numaipatni constante r( ) p( ) s; H ) jeoarece constantele Ci , Ci , Ci și Ci sint \ j ’ r( ) r si C? ) prin relațiile ( ) Putem determina aceste constante arbitrare, daca valori e Qr, - dt dt Ц- Ș* Qq aînt coeficienții variațiilor I in CXpr EXEMPLE ■ycnfui mecanic elementar al forței active Să notăm cu Fr proiecția forței efectiv aplicate F pe direcția ra zei - vectoa re a punctului considerat, iar cu /• — proiecția fo'tei F pe pe'pendiculara Ja raza-vectoare în sensul creșterii unchiului и E Г= (mr cos cp/)=^ cos d r / —Ш Г dt —mr cos ѳ dt -mr cos ѳ sin ѳ Г COS — dt Să se deducă ecuația de mișcare: a,unui pendul mat Vom dirija axa Oy după orizontală, iar axa Ox — pe verticala i j , у nota cu unghiul format de firul pendulului cu axa Ox Unghiu o coordonată generalizată în acest exemplu Atunci vom avea: x=/cos =Zo(l + /d) coso, y = tsin =Zo(l+^)sin De aici găsim i energia cinetică a punctului va fi dt o I hXi'Mi’i i: Lucrul mecanic elementar al greutății punctului va fi: mg x t= - mgln ( + / ^+ '^+ts ’ « , ’ • ’ к * Pentru cazul micilor oscilații vom obține* circumferință, a cărei rază / variaza ш Ambele ecuații ^ute ЖЙГрЖ «S"’ &e e r^Sinfă a că?ei rază / variază în ttapiii Un minct irrcu A a cărui greutate este egală cu mg se găsește pe o circumfe^nță verticală perfect netedă și este respins de diametrul verdea! al acestei circumferințe cu o forță ®Șaia cu тш'у (fig- ); să se ț^ieze caracterul pozițiilor de echilibru ale punctului A Ducînd axa Oy orizontal, iar axa Ox — pe verticală in jos, vom determina cu ajutorul Pf'ncjpiului deplasărilor virtuale pozițiile de echilibru ale punctului A din condiția X Й x - Y y * lllg V J Deoarece avem x =»/?co o și V A a, ni unde R este raza circumferinței, vom obține: sau sin o EXEMPLE Deoarece Lucrul mecanic elementar al j mg x , S« ’eutății punctului va fi : = -w^o(H-/f/)sino(Z ecuația lui Lagrange trebuie să aibă forma: / [^ + kt) Q'J = mgl^ ( +* sin , sau - ( +kt) sin ѳ = O Derivînd și simplificînd rezultatul cu +kt, se obține: * > // л (l+* -^-+ Ar • dt dt Pentru cazul micilor oscilații vom obține* , d ( +W)^ df) k- + -<>= ‘I Ambele ecuații obținute nu se integrează în funcții elementare In acest exemplu avem cazul unei legături care depinde explicit de timp, deoarece punctul greu trebuie să se deplaseze pe o circumferință, a cărei rază / variază în timp Un punct greu A, a cărui greutate este egală cu mg, se găsește pe o circumferință verticală perfect netedă și este respins de diametrul vertical al acestei circumferințe cu o forță egală cu тшу (fig )’; să se studieze caracterul pozițiilor de echilibru ale punctului- A Ducînd axa Oy orizontal, >ar axa Ox — pe verticală în jos, vom determina cu ajutorul principiului deplasărilor virtuale pozițiile de echilibru ale punctului A din condiția X x+ Y$y—mgЪх+тш у = unde Д* este raza circumferinței, vom obține: sau sin o ecuațiile UI î,A( RANriE Uniltlndii-nr la cadranul IV al circumferinței, găelm de aici doud soluții: =>(), cos () » —n ‘ ( ГА ne circumferință energia cinetică E a acestui punct va fi zn/? o' ; lllR dt coeficientul lui Зѳ în expresia lucrului mecanic elementar virtual al forțelor BH| Z?Z«) /? |COS — Deoarece ^-=mR '? — = , rezultă că ecuația lui Lagrange pentru mișca- rea punctului A pe citcumferință va avea forma sau Vom examina mai întîi poziția de echilibru i= și vom pune = -, unde o* este mic Deoarece avem aproximativ: cos -=l -sm {>• = $ , ecuația variațională va avea forma v Vedem, că poziția de echilibru ț = va fi stabilă în * \ cazu l c ind: adică Pentru a studia poziția a doua de echilibru vom pune o mfc ; în acest caz, vom avea relațiile aproximative : t)o-t Э-, unde țv este COS I) - COS (o + ) ’ COS Oj— ІП tbtb sin i) - sin (os = sin (ja i cos ți ,a- sin y ,;) , ЕХЕ МРІ Г Prin urmare, ecuația variațională va fi: dE —to sin ș- De aici, tragem concluzia că poziția е=ѳ va fi totdeauna o poziție de echilibru stabil Din cele expuse în § rezultă că exemplul considerat reprezintă de fapt problema echilibrului relativ al unui punct greu pe o circumferință verticală, care se rotește cu viteza unghiulară constantă o în jurul diametrului ei vertical Vedem că poziția de echilibru ѳ = , adică poziția la capătul inferior al diametrului vertical va fi numai atunci stabilă, cînd viteza unghiulară ш de rotație a circumferinței satisface inegalitatea poziția de echilibru însă = va fi totdeauna stabilă Astfel, pentru viteze unghiulare de rotație mici ale circumferinței, pot exista două poziții reale de echilibru: = si ѳ=ѳ ; pentru viteze mari de rotație însă este reală o singură poziție de ’ echilibru: Ѳ=Ѳ , deoarece echilibrul instabil este perturbat chiar la cele mai mici acțiuni excitante Să se deducă prin aplicarea ecuațiilor lui Lagrange, ecuațiile de uii^ care ale unui punct de masă m în v plan, în raport cu un sistem ortogonal Oxy de axe de coordonate, care se rotesc în acest plan cu o viteză unghiulară constantă « In cazul considerat vom avea «x—Wy= , co = i -n\S‘ trebuie să fie in voi I, ed , Ooetehizdat, М -L I M p io, ’ ,rad,,cere '■ voi I, ed , Gostehizdat, M -l ■ I CANTITATEA DE MIȘCARE A UNUI SISTEM ' ♦ • v * ,- ' V ■ Să scriem astfel de ecuații pentru toate particulele elementare ale sistemului material și să adunăm toate aceste ecuații; vom obține: in sau, ținînd seama de formula ( ), V* d?r V , / = I ( ) Ecuația ( ) poate căpăta următoarele forme diferite Mai înainte (voi I, § ) s-a arătat că mr = Mp, in care M = este întreaga masă a sistemului material, iar p este vectorul de poziție a! centrului maselor acestui sistem De aceea vom avea: V V d r Э / -rr mr=M și din ecuația ( ) vom obține: * / / - I Md ₽ ( ) dt Proiectînd relațiile de mai sus pe axele unui sistem ortogonal de axe de coordonate Oxyzf invariabil legat de sistemul inerțial de referință, vom avea: p=^+ î}+^, T^iX+jY+kZ, prin urmare, ajungem la relațiile: ля vz лиг d^"fi - „ m -Гт: = л, M = Y, M —- = Z dt ’ dt ’ dt Storâ saU ecua№e ( ) pot fi interpretate în felul ur- Centrul maselor unui sistem material se cum întreaga masă a sistemului material mișcă astfel ca și та^/П іиГ P' mCt’ C,are COinclde c“~“nt"rul amaflor°sistemului asunra СІП? to ate f<>rtc,e exterioare care acționează asupra sistemului material s-ar aplica în acest punct forte)'"int^rinar ^ SaU f ' ) rezultă de asemenea, că Ui sistem materialЛеХесе'^^ mi Carea cen‘™lui maselor forțele interioare nu intervin în CANTITATEA DE MIȘCARE A UNUI SISTEM membrul al doilea al acestor ecuații De aceea, dacă, de exemplu, obuzul ar fi zburat în vid, și ar fi explodat sub influența forțelor interioare, atunci diferitele părți ale obuzului, atît în timpul exploziei cit și după ea, trebuie să se miște astfel încît centrul maselor tuturor acestor părți să se deplaseze pe aceeași traiectorie și cu aceeași viteză ca și în cazul cînd explozia nu ar fi avut loc și obuzul ar fi continuat mișcarea sa сач un întreg Totuși, prezența aerului modifică substanțial fenomenul, deoarece rezistența aerului care se opune zborului obuzului neexplodat și rezultanta rezistențelor aerului la zborul bucăților izolate în care s-a desfăcut obuzul în timpul exploziei nu vor fi egale între ele; din această cauză, membrul drept al ecuației ( ) va diferi după explozia obuzului de membrul drept al ecuației care ar avea loc în cazul cînd obuzul nu ar exploda De aici devine clară importanța noțiunii de punct material, introdusă în mecanica- rațională Vedem că această noțiune poate ii utilizată nu numai cînd pot fi neglijate dimensiunile corpului material, ci și în cazul cînd se cercetează numai mișcarea centrului maselor corpului material, adică atunci cînd se consideră numai mișcarea de translație a acestui obiect Astfel, ecuațiile ( ) sau ( ) pot fi numite ecuațiile diferențiale ale mișcării de translație a sistemului material Cu această ocazie trebuie să se menționeze următoarele Dacă membrul drept al ecuației ( ) sau membrii din dreapta ecuațiilor ( ) depind numai de timp, de coordonatele centrului maselor și de derivatele lor de ordinul întîi în raport cu timpul, și nu depind de mărimile care determină rotația obiectului material în jurul centrului său de inerție, atunci vor fi suficiente ecuațiile ( ) sau ( ) pentru determinarea mișcării centrului maselor corpului material, iar problema determinării acestui centru al maselor nu va fi altceva decît problema dinamicii unui punct material Ecuația ( ) poate fi prezentată și în felul următor Deoarece derivata vectorială ~ este viteza u a particulei materiale nate de vectorul de poziție r, vom avea: determi- d*r т-зе dv mat nau dt Curs de mecanică teoretică ÎL înv \l E MIȘC XIdl știm că produsul m? exprimă cantitatea raportului obținut cu rezultanta forțelor exterioare, vom obține ecuația ( ) a mișcării de translație a sistemului material In adevăr, vom avea: H-д/ / At dil dt lim Д£ **^ Pe aceeași cale se poate căpătă și oricare dintre ecuațiile ( «> ), cu deosebirea că în locul cantității de mișcare a sistemului trebuie considerată proiecția cantității de mișcare pe axa respectiva a sistemului inerțial de referință, iar în locul rezultantei foițelor exterioare trebuie considerată proiecția acestei rezultante pe aceeași axa Integrînd relația ( ) între limitele și / , vom avea: ( ) ia ti Integrala din membrul drept al relației (o ,ll) forțelor exterioare în intervalul de timp t —ti Ducînd dintr-un punct oarecare O și vectorul vectorul If=^OAi și vectorul / *=ил (fig ) care corespund momentelor și f , vom obține din ecuația ( ) următoarea relație: Să presupunem acum că piat de / cantitatea astfel incit este foarte mică; iu reprezintă impulsul O A ; diferențiale ale mișcării unui ISTEM MATERIA! Să presupunem că ^^'’^Xțcă^istFm'astfel de număr pozi-intervalul de timp (, , + O c(,„siderat vom avea tiv N, încît iti decursul i este mai mic decît suma FcN: atunci, deoarece modulul sumei este mai modulelor, vom avea: Prin urmare, trebuie sa avem: Nx adică, atunci cînd cantitatea т tinde către zero, modulul vectorii ui д д tinde de asemenea către zero Astfel, ajungem la următoarea teoremă: Forțe finite pot modifica cantitatea de mișcare a unui sistem material într-o măsură infinit mică într-un interval de timp infinit mic ''' Deoarece avem: ^=z,sinO, ^=t>cos , ' atunci r t- x — țj и sin Ѳ dt, у = J v cos Ѳ dt, ti \ h în care punctul de ieșire de pe dispozitivele de ghidare este ales ca origine a coordonatelor Din ecuațiile ( ) rezultă că ecuația a doua a mișcării va fi aceeași ca și pentru un punct cu masa constantă; cît privește prima ecuație ( ), ea diferă de ecuația unui punct greu cu masă constantă, care se mișcă într-un mediu rezistent, prin faptul că în membrul al doilea există în plus forța reactivă ( și prin faptul \ * к Л m w \en t noi ЛИТ! М м \ ГГРГ ’•!, că masa nu va fi constantă, ei va varia cu timpul, de exemplu Ecuațiile ( , ) și ( ) pot fi integrate numai numeric Sa considerăm un moment oarecare f\ apropiat de momentul /t de ieșire a punctului de pe dispozitivele du ghidare; atunci vom avea: ф (/) dt m f \ cos dt - • dt m ( ) Irmroducînd în membrii din dreapta ai acestor ecuații valorile г și $ pentru începutul al intervalului de timp considerat (f—t\), vom obține valorile v și Ѳ' pentru momentul tl etc Este evident că această metodă va da rezultate cu atît mai precise cu cît intervalele de timp considerate vor fi mai mici § Momentul cinetic al unul sistem Să considerăm o particulă elementară oarecare a unui sistem material; fie m masa acestei particule și r vectorul de poziție al particulei de masă m în raport cu un punct oarecare O al sistemului inerțial de referință In acest caz, ecuația de mișcare a particulei materiale considerate, după cum am văzut în § , va fi: înmulțim ambii membri ai ecuației precedente la stingă vee- — к Integrala din membrul drept al relației ( ) reprezintă momentul rezultant al impulsurilor forțelor exterioare în raport cu punctul considerat, în intervalul de timp t —tv Ducînd dintr-un punct oarecare O vectorul KX = OBX și vectorul K = OB (fig )^ care corespund cu momentele de ( ) relația: timp și / , găsim din ecuația B\ B == Mdt Să presupunem că ■ t va fi foarte apropiat în care cantitatea'c este foarte mică; atunci vom obține: ț Mdt МмГіліегѵХГде^МГ ** fort-clor exterioare este- tă un astfel de număr noriii’v V f PrcsHP™eln c« exis-timp considerat avem M^N- qtimciC'rton- deCHrsu* intervalului de mai mic decit suma moduldor*vom’avea-^^ m°dalU' / /' w *> * # : ’■*» ‘І , / = со se rotește ■Э derivatele* de rotație in care cantitatea ( ) mr « \ * V ( ) У ] ? ! Я І -Xî I I I I ■jir ‘ кяи va fi constantă pentru solidul rigid considerat; această cantitate-poartă numele de moment de inerție al solidului rigid în raport cu axa Oz ’ ‘ Deoarece în formula ( ) sau în formulele ( ) nu intervin forțele interioare, rezultă că momentul cinetic, al sistemului nu poate fi modificat de forjele interioare Să presimem că mo-meniul rezultant al forțelor exterioare care acționează asupra sib** V K' \ w Jk J MATERIAL ecuațiile DIFERENȚIALE ale mișcării UNUI sistem temului material considerat, în raport cu axa Oz, eșțe tot timpul ±usUîn“cest?caz® pentru acest sistem trebuie să fie vaiaona uite- viteza unghiulară со de rotație a experimentatorului' afund ^pe?men^?°ruI va ține în mîini obiecte grele, , o Л - л ^ezei unghiulare de rotație se va intensifica din lui Neidanovski W f^OiPen P?ate observat fără a folosi scaunul lateral pe orizontală și Te roti ta® vîrtT ? • unghiulare de rotație a experimeitatorduL Я că mo№todbmoLnUilNdeedaiSeiaîverifica experimental solidul, în întregimea lui «n CorPu w’ se Poate îace ca forțelor interioare cu un ’unohi subDactillHea nlImai a presupunem că experimentatorul s-a ri iciПп niT™ aCea®fa S* lui Nejdanovski cu mîinile coborîte îu оЛі V ? pe b?nca юиогцс ni jos și Stnnse de corp Apoi EOREMÂ ENERGIEI CINETICE experimentatorul ridică mîinil sistemului material mc, unui trunchiului în sensul acelor unui ceasornic de rotație a corpului îi corespunde o rota direcție orizontal sens invers, adică în peri ш en ta tor it со b oară asupra văzut în § și , ecuația numai sub acțiunea forțelor interioare; însă nU se poate numai sub acțiunea forțelor interioare tuturor punctelor ш ъснзш сишгаг sensuwi ae mișcare ai apelor unui ceașor-ar unghiul de rotație al trunchiului în sensul contrar acelor ceasornic vâ fi măi mic decît unghiul precedent dc rotație a deoarece prunului unghi sa presupunem trîns lipite de corp, experimentatorul le va roti licit ele să-și recapete din în care mîinile sînt întinse torului In această mișcare cinetice, ъа consideram o masa m a unui sistem material, determinată prin în raport cu un anumit punct O al sistemului elui de-al doilea unghi de relație a corla mîinilor strînse de trunchi Prin urmare, în urma efectuării tuturor operațiilor indicate, experimentatorul se ini acelor unui ceasornic; atunci trunchiul experimentatorului se v WW l > a • *' * к - ■ f Г I - T , • Л л J * " * '» « J ’ * • x ' " * • — - r • ' * * ' \ / t* fc • • * • ■ * к * • • /,ț ш • ^ • ' I ’ ц' • > \ • T (\\ nw~ z $vma A I rePrez’ntă energia cinetică a sistemului se notează de obicei cu E- material șt /ПУ ( ) De aici ajungem la următoarea definiție { a lullli de puncte materiale, ’farmpfi^ -iC^lce a e iuturor maselor elementare care formează sistemul de puncte materiale Astfel obținem: + j/ ,«''- ( , ) тиы® eă ““"A care se Râseac !n «‘embnil drept at for- ( ), rspiezintă sumele lucrurilor mecanico elementare i interioare cat mecanice canice formă dintre masele elementare A și В poate acționează la teorema general, egală cu zero , hi adevăr, asupra, sistemului ae puncte materiale De aici ajunger energiei cinetice pentru un sistem de puncte materiale Diferențiala riale este egală suma lucrurilor ine dacă distanța de exemplu se va micșora, atunci acest lucru elementar nu deci suma acestor lucruri mecanice elementare Dar dacă sistemul de puncte materiale con- funcție de coordonate паи lateriale, determinate de vectorii de F forțele de interacțiune ale acestor aceasta pe baza căreia suma lucrurilor mecanice ei acestor legături este egală cu zero (§ ) In dinamica punctului (§ ) de forța Vom da aici o generalizare a acestei noțiuni, valabilă pentru un sistem Se numește funcție de forță paraMri care determină poziția cti sistemul inerțial de referință totală în ranort cu aceste coord* Vedem' că varia va fi egal cu zero va fi diferită de zero stituie un solid rigid, atunci trebuie să avem energiei cinetice a unul șlsțent de puncte mate-cu suma Uterurilor mecanice elementare ale exterioare și interioare care acționează asupra sistemului material considerat Observăm, că suma lucrurilor IKLw * * f /rec-:; :c eterne- 'ru « UNUI SISTEM MÂTERIAI cu sistemul inerțial cte! referința г presupunem că funcțiile de forță : interioare sînt respectiv - * = f XM^T- + PXM?£ = • ’ » Л Jf , ' ’ ‘ vom găsi din ecuația precedentă > r’Xm — dt pXM pXAf-J? De aici, ținînd seama de ecuația ( ) d ( —» tfг* 'K /ГІ = /Li J^XFe+pX > , • > * * j* • I vom avea: dt este viteza и" a masei elementare m tivă în raport cu centrul maselor sistemului material ecuația precedentă poate fi prezentată sub forma J' Xmo' Dar — dt în> mișcarea î prin ei reia-urmare, ( ) ssSBSFS?^ în l CU f j absolute та е °М raport cu centrul maselo^apc™atei|Vî 'з«ес П’!( sisF,cni та*егіаІ în felul următor: dî‘ ( ‘ > P°ate « interpretată în se ' ia în raport , J al a sistemului mate- v* ■ » MOMENTUL CINETIC ȘI ENERGIA CINETICA ALE UNUI SISTEM *DE PUNCTE rui are ?! Derivata vectorială în raport cu timpul, a momentului cinetic relativ al sistemului material față de centrul maselor, este egală cu momentul rezultant în raport cu acest centru al maselor al tuturor forțelor exterioare care acționează asupra sistemului Este evident, că orice mișcare a sistemului material poate fi imaginată din punct de vedere cinematic ca fiind compusă dintr-o mișcare de translație, care caracterizează mișcarea centrului maselor acestui sistem material și dintr-o mișcare relativă a sistemului material în raport cu centrul maselor De exemplu, mișcarea unei pietre aruncate poate fi caracterizată prin mișcarea centrului de greutate al pietrei și prin rotația pietrei în jurul centrului ei de greutate Din cele precedente, aplicate unui solid rigid, tragem concluzia că această împărțire a mișcării absolute «a unui solid înfr-o mișcare de translație împreună cu centrul maselor și într-o mișcare de rotație în jurul centrului maselor se poate face nu numai cinematic, ci și dinamic Și anume, mișcarea de translație a solidului rigid se determină prin ecuația ( ), iar mișcarea de rotație a solidului rigid în jurul centrului maselor se determină prin ecuația ( ) Mai înainte (voi I, § ), am văzut că ecuațiile de echilibru ale unui sistem general de forțe aplicate unui solid rigid, scrise sub formă vectorială, sînt: I [v & I W > forțele interioare fiind eliminate din aceste ecuații Dar mai sus am demonstrat că: reia- mare j -»j иг ? И&Г Й/ •' ț • • i' L ■ notînd ultima sumă cu Nf și observînd că în virtutea primei ecuații de echilibru trebuie să avem Jj F —F= , vom obține: raport mat^r rial fr* tată ceea ce este în perfectă concordanță cu împărțirea mecanică arătată mai înainte, în mișcarea de translație și de rotație astfel, ecuațiile de echilibru ale unui solid rigid pot fi scrise sub forma Ducînd prin central maselor C un sistem ortogonal de axe de coordonate Cx'/z' parakle cu axele de coordonate Oxyz ale sistemului inerțial de referință, din ecuația ( * ) vom obține: Ecuațiile ( ) sînt analoge cu ecuațiile ( ), Vom menționa și următoarele Să presupunem că avem un solid rigid, care la un moment dat este fix în raport cu axele inerțiale" Să aplicăm acestui solid rigid undeva,un cuplu de foițe Deoarece suma forțelor unui cuplu este egală cu zero, centrul maselor solidului râm ine fix și corpul va începe să se rotească sub acțiunea cuplului în jurul centrului maselor Să presupunem apoi că acestui solid rigid, în locul ținui cuplu de forțe, i-am aplicat numai o singură forță și anume astfel, îneît suportul ei să treacă prin centrul maselor corpului Deoarece momentul acestei forțe în raport cu central maselor, adică membrul drept al ecuației ( ), este egal cu zero, și corpul înainte de a i se aplica această forță nu se rotea, atunci corpul nu se va roti în jurul centrului maselor ci va avea o mișcare de translație în raport cu axele inerțiale considerate și anume o mișcare pe care trebuie să o capete, sub acțiunea forței aplicate, un punct material de masă egală cu masa corpului Să presupunem, în sfîrșit, că solidului rigid considerat i s-a aplicat numai o singură forță, astfel îneît suportul forței nu mai trece prin central maselor Deoarece momentul acestei forțe, adică membrul drept al ecuației ( ) va fi diferit de zero, rezultă că solidul sub acțiunea forței aplicate nu va căpăta numai mișcarea de translație amintită, dar va începe să есц^МЭзУ)” CentrU “ maselor Ш stabilită de a sirtemnbTft cu ‘г:ш '?гп агеа expresiei energiei cinetice cinetic Deniei T ’«Ln-Tod аЙ°Ѵи transformarea momentului cinetic Deoarece r^pd-r, rezultă că vom obține de aici MU/VENW'- CINETIC Șî ENERGIA CINETICA ALE UNUI SISTEM DE PUNCTE în care material Prin urmare* energia cinetică a sistemului material poate fi pre ntată sub forma m ) este viteza, absolută a centrului maselor sistemului Dar avem: mu de unde vom obține mu at c ut mu’ m = Mu mr = mv' relativa în raport cu centrul Este evident, că suma reprezintă energia cinetică д'» » sistemului material în mișcarea lui maselor; prin urmare, vom obține: ( ) Relația ( ) poate fi interpretată în felul următor: Energia cinetică a unui sistem material în mișcarea lui în raport cu un sistem inerțial de referință este egală cu energia cinetică a acestui sistem material în 'mișcarea lui relativă în raport cu centrul maselor, adunată cu energia cinetică a punctului material, a cărui masă este egală cu întreaga masă a sis-tenului material și care coincide cu centrul maselor acestui sistem material ■ * De aici se vede, ca la determinarea energiei cinetice a unui -isiem material, ia fel ca și la determinarea momentului cinetic, se produce o reparare a mișcării de translație a sistemului împreună cu centrul maselor, de mișcarea lui în raport cu centrul maselor* stfel, de exemplu, energia cinetică a unui solid rigid de masă M, al cărui centru maselor se mișcă cu o viteză И și care se rotește la determinarea momentului cinetic, se o reparare a mișcării de translație a sistemului împreună cu sifel# de exemplu, energia cinetică a unui solid rigid de masă M DIEERENȚIALE ALE MIȘCAR I ЫЧШ SISTEM MATERIAL În vdasi timp cu o viteză unghiulară w în jurul unei axe cu o direcție invariabilă în spațiu și care trece prin centrul maselor, MV n in care / este momentul de inerjie al solidului în raport eu axa de rotație; primul termen corespunde mișcării de translație a solidului^ iar al doilea — mișcării de rotație S Exemple Greutatea unui tun este egală cu P, iar greutatea obuzului este egală cu p Să se găsească viteza inițială a reculului tunului ш timpul tragerii, dacă proiecția orizontală a vitezei inițiale a obuzului este egală cu u Deoarece tunul și obuzul pot fi considerate ca un singur material, rezultă de aici că forțele de presiune ale gazelor în timpul tragerii vor fi forțe interioare, forța de greutate însă și reacfiunile aplicate tunului, vor й forțe exterioare Neglijînd componenta orizontală a reacțiunii, tragem concluzia toate forțele exterioare vor avea o direcție verticală, adică, cantitatea • e mișcare a sistemului proiectată pe axa orizontală se conservă Notînd viteza inițială a reculului tunului prin V, vom avea pentru proiecția pe axa orizontală a cantității inițiale de mișcare a sistemului material: Deoarece imediat înainte de cantității de mișcare va fi: -V -U g ■ g „I \ ‘ ’ (f * I \ f > • • * • J tragere vitezele au fost * Z i •' (fig ) Aplicînd procedeul geometric indicat în vel , § , vom determina pe scîndura AB punctul C, în care suportul greutății sistemului material „scîndura și omul" intersectează dreapta AB In acest sc p vom duce perpendicular pe dreapta AB un segment OOX a cărui lungime să fie proporțională cu greutatea p și un segment DD], a cărui lungime să fie proporțională cu greutatea P Ducînd prin punctul Oj și £>i dreapta Д, vom căpăta punctul căutat C, la intersecția dreptelor д și AB Deoarece centrul de greutate al sistemului material considerat trebuie să Fig, fie fix în raport cu podeaua, rezultă că și punctul C va fi fix în raport cu podeaua; de aici ajungem la următoarea construcție, centrul de greutate O al scîndurii AB ridicăm o perpendiculară OOj ji măsurăm pe ea un segment ] proporțional cu greutatea p In pui de dreapta OO] printr-o articulație o dreaptă Д, care^ trebuie lungul axei Cx, unghiul format de dreapta д și dreapta Ab va varia Intre dreptele CA și д așezăm segmentul DDr, proporțional cu greutatea P, astfel îneît el să fie perpendicular pe dreapta CA și să se sprijine pe ambele drepte CA și д Atunci poziția punctului D va determina poziția omului pe scîndură Este evident, că dreapta AB poate să alunece întotdeauna de-a lungul axei corespunde deplasării punctului D din punctul A în punctul B Pornind de la formulele ( ), să se determine mișcarea unui punct material acționat de o forță reactivă din momentul t cînd punctul părăsește dispozitivul’ de ghidare pînă în momentul t cînd acțiunea forței reactive înce- treacă tot timpulprin punctul fix C; evident că în timpul mișcării scîndurii AB de-a lungul axei Cx, unghiul format de dreapta д și dreapta Ab va varia Intre dreptele CA și д așezăm segmentul DD’t proporțional cu greutatea P, astfel îneît el să fie perpendicular pe dreapta CA și să se sprijine pe ambele drepte CA și д Atunci poziția punctului D va determina poziția omului pe scîndură Este evident, că dreapta AB poate să alunece întotdeauna de-a lungul axei astfel îneît punctul D să aibă o mișcare dată Deplasarea maximă a dreptei AB а « , , : P== , kgf, X == , , /?=соэ, ~ ; valorile forței reactive cp ( sînt date în tabela următoare: Ф (П (kBf) Ы ( ) Af (s) Ф (O (kgf) - '■*“-’*ч ч-дс-' - - , , * П І , , , Ѵі , , , , , , ^г= , А , , ■Ч — "• * т • W • ‘■t'* •* s » к » ■■ ь> •i № t ■ ' MIȘCĂRII UNU SISTEM МАТЕША t ?’ î utîi pentru primul interval de timp, de e indicate în tabela al formulelor ( ) le :antitătîle v și Ѳ care se Vom aplica formulele ( Jc) л la £= , la , s, apoi succesiv pentru celelalte interval precedentă Toate integra e’e din membrul ai doilea a vom calcula aproximativ în felul următor : pentru c găsesc sub semnul integralei vom lua valoarea construi tă corespunzătoare momentului inițial al intervalului de timp considerat, iar integralele ш ninctie de timp, le vom calcu'a pentru fiecare interval, după metoda trapezelor Atunci,, după calculele simple, dar destul de laborioase, căpătăm următoarea tabelă: i»f (îiî/s) , * Л Deși soluția problemei puse a fost obținută prin folosirea unor calcule foarte simple și aproximative, totuși rezultă un răspuns clar asupra ordir ului de mărime a valorilor numerice ale cantităților căutate - I * Pe o masă orizontală perfect netedă se așază o scîndură rotundă care se poate roti fără frecare în jurul axei verticale Oz, care trece prin centrul O al acestei scîndurî și este fixă în raport cu masa Raza scîndurii este egală cu a iar momentul ei de inerție în raport cu axa Oz este egal cu J Pe marginea scîndurii, în sens opus acelor uni i ceasornic, se mișcă o insectă de masă m» cum se va deplasa scîndură dacă insecta, începînd mișcarea ei din reoaus va parcurge perimetrul scîndurii și se va întoarce în poziția ei inițială (fig ) Dacă vom considera insecta și scîndură ca un singur sistem material, atunci forțele exterioare care acționează asupra acestui sistem vor fi greutatea’ si rcacțiunea, ale căror momente în raport cu axa Oz val ЬіТ пмЛДеГ°‘ De^T axa H consiaeiax Sa presupunem că în momentul initint insecta se găsește în punctul de intersecție al axei Or una ti’Tle" ' ’n PUnC‘U “să°S unghiul format de vectorul OB cu axa Or cu o unghiurile Și o se n,a ‘r 'fgl’'^ - cu e'? unde lui considerat trebuie să aibă forma •’ g momentului cinetic ai sisterr u- EXEMPLE dQs ■ „ r dt de aici — deoarece pentru t= avem i = =O — integrînd, vom căpăta: îTta?$i —O* ■ Deoarece punctul Д reprezintă poziția inițială a insectei pe scîdură, rezultă că insecta se ya deplasa în raport cu scîndura cu unghiul ?ОД = + і iâr viteza unghiulară de mișcare a insectei în raport cu scîndura va fi egală cu r secunde Deoa și întreaga circumferință va fi parcursă de insectă în —-— ( ) +O) rece viteza unghiulară de rotație a scîndurii este egală cu o) , rezultă că în acest interval de timp scîndura se va roti în sensul acelor de ceasornic cu unghiul ț, egal cu , - O) ■ ) + ) ’ ' • x * • • - t » Dar din integrala momentului cinetic, al sistemului considerat avem - )]l — - ) ® /из de aceea vom avea ) sau zw J + / Q ' Pe o masă orizontală se găsește o scîndură care se poate roti fără frecare pe masă în jurul axei verticale Oz De scîndură este solidar legat un tub orizontal perfect neted în interior, a cărui axă intersectează axa Oz In interiorul tubului la distanța a de axa Oz, pe ambele părți ale acestei axe, sînt fixate mase egale m In momentul Inițial se imprima scîndurii împreună cu tubul o viteză unghiulară dată т în jurul axei Oz, și apoi se eliberează una dintre masele m de tub, astfel îneît masa să înceapă să alunece în interiorul tubului fără frecare Să se determine viteza relativă a acestei mase ni în raport cu tubul Vom considera scîndura, tubul și masele m ca un singur sistem material; în acest caz forțele exterioare care acționează asupra sistemului vor fi torta greutății și reacțiunllo, Deoarece momentele tuturor acestor forte în raport cu axa Oz sînt tot timpul egale cu zero, integrala momentului cinetic în raport cu axa Oz este valabilă Dacă J este momentul de inerție al scîndurii împreună cu tubul în raport cu axa Oz, atunci pentru t~O momentul cinetic în raport cu această axă va fi egal cu: У«)о - //Ш «)о+///и!' wo~ (У + /ДЙ ) Ир :л ; r >vv MU( R DlwsXW|At« Al B MtWMrW» ss alegem, д-°стге!sc®»M»tTla dtaȘtS x de la pune- • u^iulatn do «tatte ajn рвшиід dnetic al WeW “c ™' terial în raport cu axa Ox va fi egal ct До+m A+inx'^ «= (J+ ma^+mx ) o> Іи Din cauză Й integrala momentului cinetic al sistemului este valabilă, trebuie să avem: (у І пш +mx ) w=(J - ma ) wo, de unde avem: /+ пш »o ' dt (J+mtP+m*) ea и dt di *-v) (J - a/«a) Mg tr ■ -= (J+ішр+m#)* t/+ma +m№) exemple hitegrînd vcm obține dx C/+ m«î) „,= -— - =const j -m« -mx adică f—O trebuie — = , rezultă dt • • • • - dx I~ ma~ - ! m m ~ — WO пг f J+ ma~ / - та - mx b Vedem, că daca raport cu tubul tinde abscisa x a masei m tinde la infinit, viteza masei m în către o valoare maximă limită « eoo / / - ma x m Se poate verifica ușor, că membrul al doilea al acestei din urmă formule are dimensiunea unei viteze - Trei puncte materiale de mase' mp m și m se ating reciproc după legea gravitației universale Să se deducă pentru sistemul acestor trei puncte materiale integrala energiei Dacă masele m,, m și m au respectiv coordonatele (Xj, j’j, Zj), (Xj, Zg) și (x , y > z ), atunci pătratele vitezelor m, și ale acestor trei puncte vor fi: Y r w • ’ / ' ш ш л I MIȘCĂRII UNUI SISTEM MATERIAL Să arătăm că sistemul material considerat are o funcție de forța kiriflt km m /i/n Wj Г f ' f în care к este constanta gravitațională, iar rllc — distanțele dintre punctele cu indicii i și k, adică * • • * * * - • a * * I • * ' * - • I • > * • Ш ' • > Ж,” • •’ - \ л X ’ w • • ж z / • * "* * ** ‘ к - ■ • In mod analog cu momentele de jnerție în raport cu axele- de coordonate se introduc momentele de inerție în raport cu planele de coordonate Oyz, Ozx și Oxy, egale respectiv cii ' '• ■ ■ ■ ' •- ■ ‘ ‘ ' I \ тУ ’ Л= ітг -'і —ж » - — • <>* ’ • * \ — П Х, I r « = Zj тхУ • Л "'V I ; myzt Л * este evident, că trebuie să avem ' •/ • г Л'- -Л мГ!- \ • •• ’ л Г f " * а * « Sr ' f I ? t vom con- Vom avea m (x +y ); my > Jy ^mx aici vom găsi m (x -F y ) ( ) ( ) în sistemul Г Este evident, că dimensiunile momentului fizic de unități sînt egale cu ML , sînt egale cu FT L Calculul momentelor de inerție se reduce la efectuării Unor integrale definite Astfel, introducînd masa specifică p ă corpului material, vom avea pentru o masă elementară cim; centru ttn cor o tridimensional tlrn^dV, pentru o suprafață pȘ ozcurbă dni—yds (voi § ), în care dV, da și ds sînt ele-\ r • ' / i *• ч ț \ s ' * ■ ■ / ' ‘ ■ ■■ Ghiuri \ ■ к l ’ » - ’ ► » \ k i > F i MI v tv i 'У J X’ • • • * T ’ ‘ \ de inerție iar în sistemul tehnic de unități ntru Un corp JUSTIFICAREA FIZICA A INTRODUCERII MOMENTELOR RE INERȚIE mente de volum, de arie și de lungime Prin urmare, vom avea pentru un corp tridimensional: ( ) volum al • / A=) Jp* rf к ?y d țz> Л=j jj ?z d ■jir c?re integrala triplă este extinsă asupra întregului corpului; pentru o suprafață materială vom avea: in care- integrala dublă este extinsă asupra întregii arii ieței; în sfîrșit, pentru o curbă materială vom avea: ( ) a supra- ( ) în care integrala simplă se ia de-a lungul întregii curbe Momentele de inerție Jx, >J, Jz și / se exprimă cu ajutorul formulelor r r „ *-»"! *' *r"’ ’V» - - ■ G » - * » *■' ц ■ • și b sînt abscisa și ordonata punctului O* Г • ; ? ? ? V > - “ • y = Z?+/, I г * t î I > ș= j iii \а^-г u“) ~r max + x j тоУ /* ’ ” C * Z '~^ *•’ > • - > Г ’ ‘ - / \ ✓ * C* * * ; «• > , ’ - • ’ • • x k ^нд^^д ди —-л* зД i ^S «Емш Jz=(a +b ] ^m+ a^ mx'+ b - l>’: S-/ ; , « jQ, • J > « л w в * « i в r - Ш M • • ■•■' * ■ - ** e Dar a -/Aeșțe pă tratul distanței dintre axele Oz și C% suma reprezintă întreaga masă a corpului și, pe baza celor de mal înainte (voi І, § ), vom avea ^пгх'=К ,, ^ту'=Мт ', în care sînt abscisa și ordonata centrului maselor corpului material în raport cu axele O'x'y^z De aceea vom obține relația • J‘z=Md + M(ai: + brl)+Jz, ( } I o arte important este cazul cînd originea Of a coordonatelor coincide cu centrul maselor, adică atunci cînd ax centrul maselor In acest caz vom avea e = la formula g ’ Jz = d -У-Jzn care exprimă următoarea teoremă: Momentul de inerție al unui corp material în raport cu â axa oarecare este egal cu momentul de inerție al acestui corp în raport;cu o axă paralelă care trece prin'centrul maselorcor^ tainei produ>iul dMre masa ^pnlui șl pătratul dis- • , ' ■ ■ ' 'l ‘ \ • • « ' ) f • ’ f • Л • > к- * ’ DIRECȚIE ARBITRARA î MOMENTUL DE INERȚIE ÎN RAPORT CU O vom avea z ) (cos a - cos cos ) ₽ și a axelor de ) Să presupunem cu coordonatele (x, y, z) Prin urmare, avem proprietății produsului scalar vom avea: О В= OA «Д°=x cos ос-+ у cosp+z cos ție arbi arăta cum se poate determina momentul de inerție al material oarecare în raport cu o axă care are o i centrul maselor și că locul geometric al axelor paralele, în raport cu care momentul de inerție al solidului are aceeași valoare, este suprafața unui cilindru circular maselor S Momentul de inerție rară Elipsoidul de in axă trecînd prin centrul pe axa Д vectorul'\ unitar Д°; proiecțiile lui pe axele de coordonate vor fi egale ca cosa, cosp, cos Deoarece proiecțiile pe axele de coordonate ale- ABr=O A — О В= (x +y +z )- (xcos a-j-y cos p+z cos ) Д * r" ’d /r » я » — (x COS a -y COS P -Z cos ) care dorim să calculăm momentul de inerție /д al corpului material, formează cu axele de coordonate considerate Ox, Oy și Oz, respectiv unghiurile și trece prin originea coordonate (fi că în punctul se găsește o particulă a corpului avînd y' m Este evident că m {AB) , unde suma se trenului coro material Luăm țața vom unui corp-direcție arbitrară, în spațiu, dacă se calculează pentru acest corp șase cantități bine determinate Să considerăm un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxyz la care vom raporta corpul considerat Efectr înd ope ШЖ obținem: АВг=cos* * forma Л — cos cos a /n(y - )+cos ₽ j^^ x ~ ' m (x +y )— cos Ș cos myz— • , ' z mxy introducînd momentele de inerție А, В, C în raport cu axele de coordonate Ox, Oy, Oz și momentele de inerție centrifuge D, E, г conform formulelor ( ), ( ), ( )/( ), jom avea: /А = A cos a - В cos H C cos — D cos p cos — — £'cos cos a— Fcos acosȘ ( ) Formula ( ) ne dă soluția problemei puse în adevăr, să presupunem că pentru un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxyz, în care O este centrul maselor, sînt determinate momentele de inerție А, В, C, D, E, F ale corpului material Să presupunem că trebuie să se determine momentul de inerție al acestui corp material în raport cu o axă oarecare, care poate să nu treacă prin punctul O Atunci, prin originea O a coordonatelor vom duce o axă Д, paralelă cu axa considerată și vom determina în raport cu ea momentul de inerție al corpului material considerat pe baza formulei ( ); după aceasta este suficient să utilizăm teorema de Ia paragraful precedent pentru a obține momentul de inerție al corpului material în raport cu orice axa paralelă cu axa Д și care nu trece prin punctul O Dacă corpul material poate fi considerat ca o figură plană și căutăm momentul lui de inerție în raport cu o axă A în planul ei, vom яѵря c=n «i pdn urmare, formula ( ) capătă ( ) s-ar putea în raport /д = A cos а |- В cos cos a cos p Se poate da ușor „o reprezentare geometrică în care vedea direct modul în care variază momentul de inerție MOMENTUL DE INERȚII; ÎN RAPORT CU О AXA DE DIRECȚIE ARBITRARĂ а Д, cînd axa Д tiecînd tot timpul prin punctul O își modifică toate VIA EJU'V c? în raport cu axele de coordonate Oxyz Inainf r menționa că expresia ( ), și totodată și expresia ( ) i depind de poziția axelor ortogonale de coordonate în raport cu mnctal O hi adevăr, să luăm în locul sistemului ortogonal de axe ’e coordonate Oxyz un alt sistem ortogonal de axe de coordonate 'Ox'y'rf cu aceeași origine O; atunci cantitățile A, n c c sc transformă în cantitățile A', Br, C, D’, cosa cosp, cosț, se transformă în cosa' trebuie să avem ca și mai înainte: și cosinusurile cgsy însă raport cu axa A, este o mărime care are o semnificație — E' cos ț' cos a'— F' cos a' cos adică trebuie să obținem aceeași valoare numerică pentru momentul de inerție al corpului în raport cu aceeași axă Д Această -observație rezultă direct din faptul că, prin definiție, momentul de inerție ăl unui corp în raport cu o axă oarecare A depinde exclusiv de corpul propriu-zis și de poziția axei A în raport cu acest corp, dar nu poate să depindă de procedeul, cu ajutorul căruia se calculează acest moment de inerție; momentul de inerție /д al unui solid, în raport cu axa A, este o mărime care are o semnificație ■fizico-mecanică și de aceea trebuie ' să fie un invariant față de transformările de coordonate Desigur, acest fapt poate fi dovedit și analitic, direct printr-o transformare a axelor de coordonate Oxyz în axele O’x’y'z’ în formula ( ) Așadar, unei axe determinate A ți corespunde întotdeauna un anumit moment de inerție JA al Lolidului considerat Să ducem pe fiecare axă A în anumite unități * J convenționale un segment OK, egal cu Deoarece dimensiunile Ѵ/д această mărime poate fi desigur repre-printr-un segment Vom nota proiecțiile de coordonate Oxyz prin Л', Yx Z> mărimii -==sînt M 'L , rentată numai convențional segmentului OK pe axele astfel incit vom avea: X=- OK cos cos a Va cos p cos Ț Va’ • -K pozitivăi și , un segment material și axa Д este dirijată de-a lungul acestui segment, cînd vom avea JA= ; Г segmenul OK, egal cu — ' ** • * ■ « * arătat, adică suprafața ( ) nu are puncte la infinit Așadar^ suprafața ( ) este un elipsoid; deoarece suprafața ( ) nu conține coordonate la puterea întîi, rezultă, după cum se știe dim geometria analitică, că elipsoidul este raportat la centrul său,\ adică punctul O pentru care se determină elipsoidul ( ) va fi întotdeauna centrul acestui elipsoid Acest elipsoid se numește elipsoid de ll}erțte- Din cefe precedente rezultă că elipsoidul de inerție al oricărui corp material pentru fiecare punct O are dimensiuni, formă și poziție complet determinate în raport cu acest obiect, independent de orientarea axelor de coordonate Oxyz Orice elipsoid are trei axe perpendiculare intre ele In geometria/analitica se arată cum avînd ecuația elipsoidului sub forma ( ), se poate găsi poziția • -a c ale lui în raport cu axele Oxyz Cele trei axe, care coincid cu axele elipsoidului de inerție determinat pentru nunctul O poartă numele axele principale de inerție pentru punctul ОІ Dtn geometria analitica siț știe că dacă se consideră drept axe de coordonate in punctul O axele principale de inerție, adică axele* - ?e iner*îer atunci ecuatia elipsoidului de inerție noat& ( ) OK, adică este o suprafață ( ) de ordinul este întotdeauna diferită de zero , finită, afară de cazul cînd corpul material se reduce la » * Safiv L ме " «Л ж * de aici tragem concluzia că ■ ■ / o - -ч^’ у x •'? ?• 'r : ’ ’> ■ - " M = este întotdeauna finit cu excepția cazului ѴЛ coordonate în punctul « & ax +by +cz =i ( > U * (*• * > - I r \ ta \ r -,> •> •-■ж, ? - •„ Ai'- , * PML^ SL ' MOMENTUL Ой INERȚIE ÎN RAPORT CU O AXĂ DE DIRECȚIE АЙВ TRăKĂ în locul formulei ( ) vom avea următoarea В cos p -H C cos ( ) Vedem că dacă se aleg drept axe de coordonate Oxyz în punctul considerat O axele principale de inerție, atunci pentru aflarea momentului de inerție /д în raport cu orice axă A, este suficient ca în locul celor șase momente de inerție cunoască numai trei momente de inerție A, B, C ~De aici rezultă clar cil' de important > este să se găsească în prealabil pentru punctul considerat direcțiile axelor principale de inerție Din cele precedente rezultă, că axele principale de inerție pentru punctul centrifuge pale trebuie să fie îndeplinite condițiile se caracterizează prin faptul că momentele de inerție D, E, F devin egale cu zero, adică pentru axele princi- m zx F= ^mxy= ( ) ■* • > , ‘ • r *• ' r ' к ■ • * •' , ’*"* * ’ *•’ У •: ’ dar momentul de inerție ’ % Г и , • v > x mxv este diferit de zero Este ușor de demonstrat J în acest caz se pot întotdeauna roti axele de coordonate Oxyz în jurul axei Oz cu un astfel de unghia, încît noile axe Ох',У,г să fie pentru punctul O axe principale de t inerție (fig ) In adevăr, în noul sistem de coordonate vom avea: Г Л - I •- ■ I f / = o, ■ • fV- \ v \ Д J ; Să presupunem că avemZ)= , centrifug să fie pentru punctul my'Z, mzx г / x ■ Fio l I / " Din geometria analitică se cunosc următoarele formule de transfor- • Шге a coordonatelor: v ’ * -, i ' « te ‘ к a* • Лл * » ? Л »> v v \ x=*x' cos a—y! sin a, / ’ \ \ ■ \ ' , ’ ' ’ y~xf sinaH-y cosa Rezolvind aceste ecuații în raport cu x' și y, vom obține : ycosa—Xtiina x cos a-h V sin у, MOMENTE DE INERȚIE mzx’ — cos a Deoarece rezultă că trebuie să avem D cos a — ti sin a= myz—sin a ÎKZX + Sin (Z mzy — J?cos a p D sin a = în prezența relațiilor D In ceea ce privește Vedem, că relațiile D'= , , • valabile pentru orice valori ale unghiului a mx/y = , ea poate fi satisfăcută numai pentru o anumită valoare~ă unghiului a In adevăr avem: IRX'y = sin a COS a Xi тУ —a COS a ■ *' » ' Г V ^/ ryz=O șl E =» întotdeauna găsite dirc fie o axă principală de inerție, trebuie De existența egalităților te a m (ț -î-z ) ( > vom avea , atunci pentru punctul O pot fi mzx M № axelor principale de inerție* axa Cfer tnnd axă principală de inerție Prin urmare, pentru cu axa De existența egalităților )^ și pentru unele puncte ale obiectului material ne putem convinge, de exemplu, prin examinarea RȚIE ÎN RAPORT CU O AXA DE DIRECȚIE ARBITRARĂ planelor* de simetrie ale corpului material foarte des pentru corpurile cu care avem de-a face în practică In adevăr^ dacă corpul material este omogen și are un plan de simetrie, atunci luînd punctul O arbitrar în planul de simetrie al corpului material și alegînd acest plan ca planul Oxy, vom avea și mxz= , și vom vedea că drept punct O punct din planul de simetrie In multe cazuri se acest lucru se întîmplă evident: z | rnyz—( poate fi luat orice pot determina direcțiile axelor principale de inerție chiar fără nici un fel de calcul, din considerente de simetrie Astfel, de exemplu,, la mi elipsoid omogen cu trei axe, axele principale de inerție pentru centrul lui geometric coincid cu axele acestui elipsoid Dacă corpul -material se reduce la o figură materială plană și omogenă,, care are o axă de simetrie, atunci determinarea axelor principale de inerție pentru orice punct O situat pe axa de simetrie, rezultă apioape direct; în adevăr, alegînd axa de simetrie drept axă Ox, ducînd prin punctul O ăl acestei- axe axa Oy perpendiculară pe ea în planul figurii, iar axa Oz — perpendiculară pe planul Oxy, vom satisface în mod evident ecuațiile ( ), adică axele Oxyz vor fi axele principale de inerție ale acestei figuri plane Dacă elipsoidul de inerție este construit pentru centrul maselor corpului material, acest elipsoid poartă numele de elipsoid central de inerție, iar axele lui poaită numele de axe centrale principate de inerție In practică trebuie să se determine în majoritatea, cazurilor elipsoidul central de inerție Să presupunem că pentru un punct oarecare O am găsit axele principale de inerție Oxyz; dacă, vom lua un alt punct O și vom determina axele principale de inerție față de acest punct O', vom găsi atunci că axele Ox'y'z' nu sînt în general paralele cu axele Oxyz In particular, dacă vom lua punctul O* pe axa Oz la o anumită distanță h de la punctul O, atunci axa Oz și axa Orzr, trecînd prin același punct O', vor fi în general înclinate în acest punct, una față de cealalta (fig ) Dar dacă punctul O este centrul maselor -corpului material șî axele Oxyz sînt axele centrale principale de inerție, atunci vom găsi că axele principale de inerție, atunci vom găsi că axele principale de inerție pentru punctul situat pe axa Oz vor fi axele OzxW, paralele cu axele Oxyz In adevăr, dacă axele Oaț? (fig ) sînt axele principale de inerție, rezultă că vom avea о, Ууяяя ** î determine în majoritatea > pixy— ; 'J A v ÂVENTl’L ЬЕ INERȚIE IN RAPORT CU O AXA DE DIRECȚIE ĂRBîTSA^J^ raport cu orice axă care trece' prin punctul O In adevăr din relația O/ atunci trebuie să avem: • « tr c • Din ultima formulă ( ) rezultă că, chiar dacă, de exemple canfr-tatea C este mai mare decît fiecare dintre cantitățile Д și В tow trebuie să avem A +B>C, adică trebuie sa avem: • * - * * ' Ф Jl I Kta I ' '' - ‘V \ ’ • virtutea formulei ( ), voni avea Л+В=С Pentru figuri plane, ift vir adică trebuie să avem: O construcție perfect analogă, cazMile în valabilă formula ( ), duce la • I • • * • • Elipsa de inerție își găsește aplicație în studiul rezistenței mate-dalelor Deoarece ecuația dimensională a momentelor de inerție este Ж , momentele de inerție pot fi reprezentate printr-o expresie Mk , în,care M este masa întregului obiect material al cărui moment de inerție se determină, iar ’ cantitatea к are dimensiunile unei lungimi si poartă numele de rază de gircdie sau rază de ineiție, Expresia Mk se utilizează în majoritatea cazurilor pentru reprezentarea momentelor de inerție în raport cu o axă; raza de inerție л repr e-zintă distanța de la axă, la care trebuie așezat un punct material cu masă egală cu masa întregului corp material, pentru ca momentul de inerție al acestui punct material în raport cu axa să fie cu momentul de inerție al corpului § Exemple Să se determine momentul de inerție al unui segment de dreaptă material omogen, a cărui lungime este egală cu Z, în raport cil o dreaptă dată Д Fie O mijlocul segmentului material considerat; vom duca prin punctul O o dreaptă д', paralelă cu dreapta д Atunci, dacă d este tanța dintre д și д' conform teoremei Așadar, problema se reduce la determinarea momentului de inerție al segmentului material în raport cu axa д' Pentru a rezolva această din urmă problemă, vom construi un sistem ortogonal de coordonate Oxyz cu originea în mijlocul segmentului, dirijînd Oz de-a lungul segmentului Din formula ( ) și ( > vom avea : , = * De aceea, daca dreapta д' formează cu axele Ox, Oy și Oz respectiv unghiurile a, p și Ț, atunci pe baza formulei ( )' avem: ° д,=A cos a+В cos p=(cos a * cos p)Vmz Ultima sumă se calculează ușor In adevăr, dacă P este masa specifică lirdarî a segmentului material, avem dm^pdz, și obținem: are dimensiunile unei lungimi Г trebuie să avem /д=МгіЧ pdz z =p dz— — pZ; J I —/ Deoarece masa M a întregului segment este egală Ml , Astfel, avem: cu vom obține EXEMPLE Ml'- (COS a-pCOS p) și, pdit urmare, » a J& « Md - — Ml (cos a+cos p) j Să se determine momentele de inerție ale unei circumferințe ла t ?n n / legeni originea O a sistemului ortogonal de coordonate О-У centrai acestei circumferințe, dirijăm axa Oz perpendicular pe para! сисяп-îffit * a”le O^z vor fi axele centrale principale de inerție Avem: mx , C=/,=(х +У )» în care sumele sînt extinse circumferinței vom avea: astfel obținem pe tcată lungimea circumferinței Datorită simetriei - Ala ; a iar adică în raport cu axele Ox și Oy, raza de inerție к este egală cu у raport cu axa Oz ea este egală cu I Ecuația elipsoidului de inerție pentru punctul O va fi: , • - Ma (X +V )+Maz Z = > У se determine momentul de inerție al unui dreptunghi omogen eu laturile « și Alegem originea s>?‘“™ “'eX°fhiul d axa^Oz ”o dirijăm în punctul de intersecție al ' diagonalelor drep ™g“lu> A^Cnianul drept-KfiiC“^rpPenfiar pe ІаЖик Este evident că aceste axe vor fi axele centrale principale de inerție , Avem : mx , C=A~VD> I « •* Ц • c’ - ț J> ț у l!’ v ji tfy=’ ap -« \ 'xHlx^bp ^ Dar avem î • EU м л Ir I > a b p - j ț -}*$ p b dx x » bp • / * • l A I I a —*» Й fl! p MOMENTE DE ÎNERȚIE Prin urmare, vom avea In acest fel, ecuația elipsoidului central do inerție este de -forma o a +t? ■ y + M —-—Z = * Vom alege originea cerc și vom dirija axa sistemului considerat vor fi A = У ту , M determine momentele de inerție ale unui °mogeh de Oz perpendicular pe planul cercjilui, evidem ca axei a centrale principale de inerție Avem ' mx C— A+В=Y,m (x y ), Datorita simetriei cercului trebuie sa avem: Considerînd toate masele situate într-un inel circular infinit subțire cu centrul în punctul O și cu raza r, egala cu r="V\x +у , vom găsi trebuie să avem: * Г- * X și, prin urmare, vom avea : a a C= C n r dr рг — k p r dr= к? а'— Ma o o De aici obținem Ma , Ma și ecuația elipsoidului central de inerție devine Ma (X + Y ) + Ma Z - , Să se determine momentele do Inerție alo unei elipse -™- я, Vom alege un sistem ortogonal de coordonate Oxyz cu ori’ ginea O în centrul elipsei, vom dirija axa Oz perpendicular pe planul elipsei omogene EXEMPLE axele Gx și Oy — de-a lungul axei mici și mari ale elipsei Este evident că aceste axe de coordonate vor fi axe centrale principale de inerție Avem- p dx dy yl—p Ц yt dx dy, у jiix —- \\ pdxdyx —p x dx dy> atunci găsim ușor că dacă punctul (x, y) deccri , punctul (xf, y') descrie cercul x' +y' ~L Cu acest Să punem x^ax și -X elipsa + fl transformări vom obține: A=pu& \ C y' dxfdy = pa b x' dx'dy't unde integralele sînt extinse asupra ariei cercului x' +y' =l Dar integralele exprimă momentele de inerție în raport cu axele Ox* și Oy' ale acestui cerc, a cărui rază este egală cu , adică conform exemplului M' : , тгр? ЛИ лр» în care Mr este masa cercului Prin urmare, vom avea — itpabb = itpCib - -Mb itpQ b Kpaba Maț a +b* ' I I IW ■ Ж— Ecuația elipsoidului central do inerție pentru o elipsă omogenă are forma • Мй И+М ^^ nl Mb X* -b Să se determine momentul de inerție al urmi triunghi omogen A£C In raport cu o axă д, cure trecu în plănui lui prin vîrful iui (fi* ) • * Л-w 'iî " ) В ”a І » , J I / iițl ț* • I 'ir • ж iRmj в fr r li -f ? F "• i' , î' у MOMENTE DE INERȚIE p V aaica - / Prin urmare A ’ '* - • * t r ” * aria fîșiei infinit de subțiri este egală cn MNd x=A D ■ — ■ , W Д ‘ I c ”■ Л / л v ' 'K * v:» v- \ % •- • ” '• І ’ ' ' • ' л/ s, i z v • к *•' ADh B ■- I ■ * t •' * » ? Л к ’ **' a » / , ,л , К Nofînd înălțimea CCj a triunghiului ACD prin zc> vom obține în același mod pentru momentul de inerție al acestui triunghi ACD în raport cu axa д: ' i Ж M К ’ ' Г L • л I чі ■ ! /Л » K ! ‘ Z ' fi • ' ’ I F ț v ■ t * • * • ч J f \ vi • *î * V F > ' V ' > ♦ ' J • ' ' J w /’ * V- ! ■, a * j \ъ a \ t \ l A * * ■ ■ a l De aici rezultă că momentul de inerție Jâ al triunghiului ABC în raport cu diferența L Ж I Л- P • ADțhB-hc) (Л|+Л£/^+/Л), Deoarece expresia — Д/Э (Лд**Л^) „A d - ADdiB— ad • hc reprezintă aria > ’ I -• ‘O * » EXEMPLE I* RLf t riunghiului ABC, iar aria înmulțită cu densitatea este masa M a acestuia, vom obține: prin urmare, raza de inerție к va fi egală cu: Să se determine momentele de inerție ale unui paralelipiped dre ptun ghi omogen cu muchiile a, b și c Să considerăm un sistem ortogonal de coordonate Oxyz cu originea O în punctul de intersecție al diagonalelor paralelipipedului Vom dirija axele perpendicular pe fețele paralelipipedului Este evident că axele Oxyz vor fi axe centrale principale de inerție Problema dată se rezolvă cel mai ușor calculînd mai întîi momentele de inerție Jz, în raport cu planele de coordonate pe baza formulelor ( ) Avem: \ • r c * f ' j ь * * A Z' • w' к I p a bdzz = abp Deoarece masa M a paralelipipedului este egală cu' abcp, rezultă: | “ * • / » V • л O ■ M De aici, pe baza formulelor ( ) obținem: Zj +c ' •• •* ' f : t ’ / • V/ ► ; ' у £ r » * Д/[ ———, t ( f a +№ Deoarece trebuie să avem D~ rezultă că ecuația elipsoidului de inerție pentru paralelipipedul dreptunghi cousidetat a»e formă cl±£ Й + m і*ші central Z) ” C o -X- -hM - MOMENTE DE INERȚIE nnMtii r ГМг= “TT" Deoarece ni — ——- Я р» găsim: L * ' i * / i f Л • ț ? ’ ‘ ' f* ' Л j « Este evident că elipsoidul central de inerție se reduce în acest caz la sfera * ’> *<>* » I , Ma (j£ +r +z >=L ) І Л | I Să se determine momentele de inerție ale elipsoidului omogen: at b c considerăm sistemul ortogonal de axe de coordonate Cbcyz, la care originea? O se găsește în centrul elipsoidului, iar axele de coordonate sînt dirijate de-a lungul axelor elipsoidului Este evident că aceste axe Oxyz vor fi axe centrale principale de inerție, adica pentru ele vom avea* D—E—F — Q^ Сд șj pentm un paralelipiped dreptunghi este rațional să se calculeze măi întîi momentele de inerție jz> Jx> jy în raport cu planele de coordonate: EXEMPLî: ♦ zf conform formulelor bfociim variabilele x, j, z cu variabilele x' /, zf conform formulelor y-fb, z~z'cț atupei, dacă punctul (x, y, z) descrie elipsoidul con-z') va descrie sfera x' ~,ry, -,rz' =:\ Aceste formule ta îmmătc’Șrele expresii pentru momentele de inerție în raport cit pla-* л I ' • aderat, punctul (x\ jr> ne duc ' nele de coordonate: hi care integralele triple sînt extinse asupra întregului volum al sferei x' -y' +z' =l Dar aceste integrale înmulțite cu densitatea reprezintă de fapt momentele de inerție ale sferei x' +y' +z' =l în raport cu planele de coordonante,-iar pe baza formulei a treia ( ) vom găsi că aceste momente-de inerție sînt egale- cu jumătate din momentele de inerție A=B=C Dar, din: exemplul precedent, pentru o sferă de raza egală cu avem: ”з *₽“ Ю prin urmare, avem x' dx' dy" dz = ■ f, * * ІЛ* Deoarece -vom obține ? ' d • ’ r ♦ / * / Kabc este volumul — npofibc, P — npab c elipsoidului, iar A : npabc este masa iui Mb I \ L r • / г De aici, pe baza formulei a treia ( ), vom avea: I - M (t> -c ), Bts у M (c -da)( -^)* |У* MOMENTE DE INERȚIE » Elipsoidul central de inerție pentru elipsoidul omogen -vea ecuația -L М‘(я -£ ) X =l; / •vedem, că semiaxele elipsoidului central de inerție sînt egale cu: M (b +с ) X М (с +а ) Y - / №(a -Fb ) V M(b +c )* VM(c -a ) "Sa*,presupunem că semiaxa a a elipsoidului material este cea ma niaie, iar se -miaxa c este cea mai mică, astfel încît • * * a>b>c;- atunci vom avea: t I ” / I I I ■M (а - b ) M (b - c ) ■ Așadar, elipsoidul central de adică semiaxa cea mai mare a cea mai mare a elipsoidului material Să se găsească elipsoidul central de inerție pentru un con circular -drept omogen cu raza bazei R și înălțimea FI Se știe că centrul maselor amui con circular drept omogen este situat la un sfert din înălțimea lui, mă-surînd de la bază Să alegem în centrul maselor conului originea O a unui sistem ortogonal de coordonate Oxyz, dirijînd axa Oz de-a lungul înălțimii conului către vîrful iui, iar axele Ox și Oy în mod arbitrar într-un plan perpendicular pe axa Oz (fig ) Din motive de simetrie se vede ușor că pentru aceste axe trebuie să avem: у M(c +a )^' inerție reproduce forma elipsoidului material, elipsoidului de inerție corespunde cu semiaxa mzx = , //zxy= , deoarece axele Oxyz sînt axe principale centrale de inerție Este evident că vom avea OG=s/ H si 'OX=]/ H Să considerăm un strat circular infinit de^ subțire situat la distanța z de planul Oxy si „ xu- • ,avînd raza r; dacă notăm cu а unghiul format de înălțimea și generatoarea conului, vom avea ( / ) H-z=r ctg а si dz= — cte a dr Masa acestui strat circular infinit de subțire va fi egală cu ' ° ‘ тс T dz p — —лр ctg а г dr Din exemplul se vede că momentul de Inerție al unui astfel de stnt în SrX?luTad«lteefgliCă, rdU U di”tre iUmtotea masei ’lui ?! Pătra- лр ctg ar dr г Р Ctg а Г» dr К'йЛ pCtgr I ₽ Яр, obținem C=-—M^ ,- de inerție al stratului circular considerat în ra-po'cu axa Ox In acest scop vom utiliza teorema § , pe baza căreia, rno-uiomentul de inerție -al stratului în raport cu o axa paralelă cu axa Ox și «are trece, priii centrul maselor al acestui strat, plus produsul dintre masa stratului și pătratul distanței, dintre axe Dar momentul de inerție al unui strat circular infinit de subțiie în raport cu o axă care trece în planul lui prin centrul maselor acescui’strat, a fost obținut în exemplul ; el esțe egal cu produsul dintre sfertul masei stratului și pătratul razei stratului, adică • • те ■ — — тер ctg a/* dr r p ctg ar dr • ' ж * > > i ' « l p Ctg &rMr—тер ctg ar cfr I —— H—r Ctga I = > \ J ctg ar dr+ - p ctg ar dr— -ț^- ,îțp * * % • * X * î Ii li ’h kr vl A ч Л LL* • r - * i / • , в V • ; v i * ч * i v V Л * V = t/( )l-/l, ( ) în care * h este o constantă arbitrară - Desigur^ aceasta integrală poate fi dXăși direct clin ecuația ( ), înmulțind ambii membri ai teoreticii П Curs de mecanicii И dl INTEGRALELE ECUAȚIILOR DE MIȘCARE ALE SOLIDULUI RIGID este o constantă arbitrară Din integrala energiei ( ) to * = constanta arbitrara e - E / (g) fi-o+л ’ Cj este cuprinsă în constanta arbitrara Л ( ) cfa ( , ) V б • - în care C este a doua constantă arbitrară Din ecuația ( ) găsim valoarea unghiului Ѳ în funcție de timo iar din ecuația ( ) avem relația dintre viteza unghiulară со funcție dată timp ; "ar din ecuația ( ) avem relația dintre viteza și unghiul Ѳ de* rotație al solidului rigid In sfîrșit, să presupunem că momentul Mz de viteza unghiulară со — a solidului rigid ăf^=/(co) Atunci din ecuația ( ) vom avea: adică de aici obținem: Integrînd, ajungem /(«) la relația: i» J У (w) în care Cj este o constantă arbitrara Determinînd ( ) viteza unghiulară со, vom găsi: U)^Cp(^ Cj), din ( ) iiitesrala adică р (Л G)« ! М В|ИІ^ w® fc J MIȘCAREA DE ROTAȚIE A SOLIDULUI RIGID CU O AXĂ FIXĂ * s A doua integrare va duce la stabilirea relației dintre unghiul și t , rț f sub fotmș ■ ' ■ ■ e = U(^ c^dt « -r , ■ în care C, este o constantă arbitrară Desigur, sînt posibile și alte wrine r ai complicate 'ale ccmției ( ) forma cea mai federală a ecuației ( ) fiind: j =м (л Ѳ Jz d t tț ’ ' ■ ■ ■ § Determinarea reacțiunilor Axă spontană de rotație гѵипЗ z-іаЯигргря ргчіяНрі Пр тіясяге a solidului risjid în jurul axe fixe, vom treceJa determinarea proiecțiilor Xf, ’ , ale reacțiunilor /?' și R", nedem că e,e c?Priuc> coordonatele x, y, -n caro variază în timp din cauza rotației solidului rigid în jurul axei Oz Din și în punctul O' orice forțe l'r'l ANALOGIA DINTRE MIȘCAREA DE TRANSLAȚIE RECTILINIE —■-*-»■- чли ! n ■ ■» - "" - ■ * ii ■ i ■ ‘ i" «■-■ ■ шоіг —i iiimi^-—— - ■ »- i ■ я ■» ч ■■ i ■■ ' - —■ ■■■■ii i ■■ o J**^i*'*—* q' -г^ - -л» acest caz solidul în rotație poartă numele de solid echilibrat 'Uit punct de vedere dinamic» Astfel, ajungem la teorema: Pentru ca un solid rigid care se у rotește in jurul unei axe fixe să fie echilibrat din punct de vedere dinamic, este necesar și' suficient ca axa de rotație să fie una dintre axele centrale principale de inerție ale acestui corp adică reacțiunile Organele mașinilor moderne, care se rotesc repede, se execută, întotdeauna echilibrate din punct de vedere dinamic In celelalte cazuri reacțiunile R' și R" vor depinde de viteza unghiulară de rotație a corpului și nu pot fi caiculate static Să presupunem, că asupra corpului în rotație nu acționează, nici un fel de forțe și că solidul este echilibrat din punct de vedere dinamic In acest caz, din formulele ( ) vom obține: x;=o, k;=o, zf+z"=o, x;=o, r;=o, • V ‘ * adică reacțiunile R și Rn vor fi egale cu zero Din ecuația ( )' rezultă că solidul rigid se va roti în acest caz cu o viteză unghiulară constantă Deoarece nu există reacțiuni, aceasta înseamnă că nu există necesitatea de a menține axa de rotație fixă; ea rămîne fixă și fără a-i aplica vreo forță O astfel de axă de rotație poartă numele de axă spontană de rotație In modul acesta ajungem la următoarea definiție: Se numește axă spontană de rotație a unui solid rigid o axă fixă în jurul căreia solidul, fără acțiunea vreunor forțe, se rotește în\ virtutea inerției cu viteză unghiulară constantă, iar pentru menținerea axei de rotație în poziția fixă nu este necesar să se aplice axei nici un fel de forțe Deoarece axa spontană de rotație trebuie să fie o axă centrală principală de inerție, ajungem la concluzia că Orice solid rigid are trei axe spontane de rotație care coincid cu axele, elipsoidului central de inerție Dacă elipsoidul central’ de inerție este un elipsoid de rotație sau o sferă, atunci numărul axelor spontane de rotație se mărește la infinit, C Analogia dintre mișcarea de translație rectilinie și mișcarea de rotație în jarul unei axe fixe, hi paragrafele precedente am văzut că problema mișcării de rotație a unui solid rinid in iurul unei axe fixe este asemănătoare din punct de vedere-Știe, сц problema mișcării rectilinii a unul punct material sau cu ргоЫсшэ mișcării rectilinii de tnuislftțio я шші corp niutsiijL i л r>- РОТЛТ A SOLI! ULUI ШФР CU ЛХЛ НХЛ MIȘCAREA DL ROIA|IL л - -— - In adevăr, este ușor de mișcare de translație la următoarele: elementul unghi ■ - - -, -wi n trece ce această ?e ?S trebuie efectuate, doar ds trebuie ‘înlocuit cu elementul de c’S, viteza liniară и trebuie, i o ț- ilocaită cutnotneri-іицл F pe direcția drepte, de mișcare trebu e ndoemu^ t- tortei M în raport cu axa derota ie, nas m mrastfel de înlocuiri se poate întocmi tabela următoare Mișcarea de translație Mișcarea de rotație > viteza liniară —- dt ** ’• w du i accelerația liniară -~ viteza unghiulară de dt dai ecuația de mișcare m dt ■ do —■ dt cantitatea de mișcare mu J mu energia cinetică E — — I accelerația unghiulară ‘ ’* ' ' ecuația de mișcare “Ț = I * momentul cinetic energia cinetică ClF mu = — du lucrul mecanic elementar Fds puterea Fu J = ~— do> lucrul -mecanic elementar Mele puterea M& Cu ajutorul înlocuirilor indicate mai înainte și al acestei tabele, orice ecuație și orice problemă dintr-un domeniu se poate transforma într-o ecuație sau problemă corespunzătoare din celălalt domeniu § Pendulul fizic Se numește pendul fizic un solid rigid greu, care se poate roti în jurul unei axe orizontale sub influența greutății proprii Problema mișcării pendulului fizic a fost prima problemă de mișcare a solidului rigid care «a atras atenția cerceta— ; Уrin'trt el tTebuie indicat în pri’nul rîlld Huy^hens (secolul лѴШ), sa considerăm un sistem inerțial ortogonal de coordo-nate Oxyz, a cărui axă Oz o vom face să coincidă cu axa orizontală PENDULUI T ■■ F—l : ГОІ * іи Ы І С V fi care ♦ A ndululul fizic, axa Ox o vom dirija pe verticală j ) Fie O' și О\ punctele în a pendulului, cu coordonatele res-punctul O' fiind aplicată " — reactiunea Rr Vom ca Оу pe orizontală (fig fixată axa de rotație h"), în pendulului reacțiunea /Р, iar în punclul i lua punctul d de pe axa de rotație și deci planul Oxy, astfel încît centrul de greutate C al pendulului să fie situat în acest plan; este evident că în timpul mișcării pendulului fizic,, punctul C nu poate să iasă din planul vertical Oxy și va descrie în acest plan un arc de cerc cu centrul în punctul O și cu raza ОС=a Punctul O se numește convențional punct de suspensie al pendu-lului fizic Afară de reacțiunile Rl și R" mai acționează asupra pendulului și' greutatea proprie Mg, care este paralelă la axa Ox și este aplicată în punctul C cu coordonatele l=a cos Ѳ, r] = a sin Ѳ, ^= , în care Ѳ este unghiul format de dreapta ОС cu axa Ox, unghi prin care vom determina poziția pendulului fizic Deoarece ■avem Y= , Z= , găsim ușor: M ■- Mga sin Ѳ у ' z ° Aplicînd aici formula ( ), obținem următoarea ecuație diferențială ■a mișcării pendulului fizic: г g = - "ga sin , ШѲ = z d Q gMa '‘ F- + ~J € o in par în d această ecuație cu ecuația «oscilațiilor pendulului matematic (Dinamica punctului, § ): ( ) , sili ^ , d t l tragem concluzia că pendulul fizic oscilează la fel ca un pendul matematic de lungime Ма ( ) G MIȘCAREA DE ROTAȚIE A SOLIDULUI RIGID Lungimea l poartă numele de ■ edusa e ;;- j;de să avem l>c Iri ădeVăr, Conform teoremei uv la § avem * Jc+Ma , ■ ■ ■ * în care J este momentul de inerție al pendulului în raport cu axa care trece prin centrul de greutate C și este paralelă cit Oz; prin urmare vom avea: Ma ( ) k Jc Să prelungim segmentul ОС sau segmentul ^ , = ^ = — ; уойк obține punctul Oi care este situat la o distanță egală'cu lungimea, redusă a pendulului fizic de la punctul de suspensie O Punctul O^ poartă numele de centrul*de oscilație ăl pendulului fizic Punctul de suspensie O și centrul de oscilație Or posedă proprietatea reciprocității, și anume: să suspendăm pendulul fizic pe axa orizontală O,Z„ care trece prin centrul de oscilație O, și este paralelă, cu axa OZ ce trece prin punctul de suspensie O Notînd momentul de inerție al pendulului în raport cu axa orizontală OlZ prin J vom obține pe baza formulei-( ) pentru acest pendul răsturnate x '■ ■ - ■ Ma, • **’*■' ■ » ‘ "я } \ • / ; • \ > - г V • • ‘ M ь , Л » \ • " г и Б - * И frj Г ' ' <> '*■'*’a • v * ♦ ’ț ^, ? ■ » i r Lb/XZJ' I /IV' I Lffiz" kff Vм vor fi respectiv egale cu: •—h -r n Л Apoi din formulele ( ), ți nînd J *■— Mg sin Ѳ, u și + hr p — « лѵ scama că în momentele і! Ч L PEUDULUL -W' si direct din forxa ( ), deoarece trebui АД# șei I =Mga cos Ѳ - con st a pendulului este o axă principala de inerție, ceea ce se va înțîmpca întotdeauna cînd planul Ox yț este v r pîan do simeode al pecdcdn ci trebuie să avem D\ obține: si vom sin Ѳ: • Din aceste formule se găsesc ușor proiecțiile Ap presupunem că punctele C și On de fixare a axei de rotație duiului^sînt situate simetric față de punctul de suspensie O; vom avea hn=h‘, și din formulele precedente rezultă: V A a pen- ai шісе i T TtT Înlocuind — ® Ma— - Mg" cos b sin Ѳ cantitatea w ca valoarea ei —Д* cosa- — din formula ( ), vom* I J„ -’r ЛІ (fi — cosO că proiecțiile Kț șî Ff se anuleaza, schimbîndu-și semnul Vedem în momentul trecerii pendulului prin verticală; proiecțiile A” se anulează dacă cosO ?W r-AQ ГУ МП CFWcos * ■£+» IOC aplicațiile pendu sornice Dacă se cere această aplicare a precauțiuni oscilație a ' distanța; a; deoarece la o I constituie un Cazul pendulului simetric în raport с* рмнщ caz practic obișnuit a § Aplicațiile pendulului fizic, um liiiui fizic vom indica următoarele Este cunoscută de toată lumea aplicația PenduJ^“ ,a c'®a comice Dacă se cere însă ca ceasornicul ?a ^paXtă cu anumite nrecautiuni Intr-adevăr, pe baza formulei i ) perioada /de pendulului depinde de momentul de inerție Д și ne —«, - - variație a temperaturii pendulul se dilată sau se contractă, rezultă că în acest caz variază cantități e Jz§ și prin urmare variază și perioada T de oscilație a pendulului In acest fel temperatura influențează asupra mersului ceasornicului cu pendul Pentru a anihila pe cît posibil influența temperaturii asupra perioadei oscilațiilor pendulului, se fixează la capătul pendulului, de bara lui, un vas cilindric de sticlă, în care se toarnă mercur Deoarece,- de exemplu, prin creșterea temperaturii bara pendulului se dilată coborînd vasul cilindric, iar nivelul mercurului din vas din cauza dilatației mercurului se ridică, se poate alege o astfel de cantitate de mercur încît, între anumite limite de temperatură, perioada de oscilație a pendulului să nu se modifice In prezent nu mai este satisfăcătoare o astfel de compensație a mersului ceasornicului și de obicei ceasornicele astronomice principale după care se verifică celelalte ceasornice din observator, se montează la subsol, unde se menține o temperatură constantă Deoarece pendulul care oscilează în aer are de suportat rezistența aerului, rezistență care depinde de temperatura și umiditatea aerului, pentru a micșora această rezistență variabilă în timp, ceasornicele astronomice se așează în interiorul unui clopot de sticlă din care se pompează o mare parte din aer , Următoarea aplicație a pendulului fizic pe care o vom indica constă în determinarea accelerației gravitației g a căderii libere PJrioadci T a oscilațiilor pendulului In adevăr, din lormula ( ) găsim ușor: exac^e a distanței a momentului de Хя Г Unm pendul reversibil pentru determi- narea accelerației g Pendulul reversibil -ale căror muchii O și Of sînt orientate (fig ) are două prisme către cealaltă Pendulul una către cealaltă • ; -I oscileze în momentul presupunem teoreticii II astfel încît centrul de greutate al masei să fie situat pe axa de rotație a corpului M poate fi determinat cu precizie preciz matematic echivalent cu oeiidulul fizic inerție al masei M't care ‘ , deoarece corpul Mf poate fi un corp cu o formă geometrică simplă De exemplu, se poate lua masa M! Nesiguranța determinării distanței a â dus la introducerea urmate-pe care mai mare pendulului aici vom V? de corpul Л am găsit te egală cu Deoarece eeal cu X - trebuie înd pe aceste muchii, iar ca perioadele de oscilație а рей jurul muchiei O să fie exact egal teoremei lui Huvshens, APLICAȚIILE PENDULULUI FIZIC In sfîrșit, punînd im corp oarecare jurul unei axe orizontale și observînd p oscilație a acestui corp, se poate determina momentul de inerție al corpului în raport cu această axă orizontală pe baza formulei oscilează pe dulului în jurul muchiei O si în între ele Atunci ) trebuie să avem: • • w , M'-O+Ma Ma a -M+~Mf М+Лі (Af+M’) af ~ Mi :ă fjxîiid corpul de mas * ng Mit ■ » & -t-A ■■ flfe ,î "IXÂ ■ ’iiemtrt- cu tne care determină momentul de merite / г- -Г - \ ; 'ЛІ* LV •/ ' f ЛТ' • Vedem că Unghiul ѳ variază după o lege armonica răsucire va fi f -x/ r * • | » SI perioada oscilațiilor de Cunoscînd momentul de inerție Jz și coeficientul k, putem determina pe baza acestei formule perioada T Oscilațiile de răsucire pot fi de asemenea utilizate pentru determinarea momentelor de inerție Rezolvîud ecuația ( ) în raport cu Jz avem: / i va ( ) Я ~ * • ^/ eficientul Ic și se determină prin observații perioada T a formulă permite să se găsească momentul de inerție / oscilațiile Dar de obicei coeficientul Ic este necunoscut șl ei trebuie obținut prin observații, acea ■ ’J ' > , (ѴГ ~/Х) dt L'^?l \ al ?J ' în care M este masa figurii plane, X= Xe Șt У= S Ye ^nt sumele proiecțiilor tuturor forțelor exterioare pe axele Ux și Cy, e—este suma momentelor tuturor forțelor exterioare în raport cu axa Cz\ perpendiculară pe planul Cx'y’, său ceea ce este același lucru, suma momentelor tuturor forțelor exterioare în raport cu punctul C; vom nota această sumă prin Mf, Introducînd în locul coordonatelor ortogonale xf coordonatele ei polare г', Ѳг, pe y'=rfsinB , vom avea: tar este același lucru, suma momentelor tuturor forțelor ^exterioare în raport cu punctul y! ale particulei materiale m baza formulelor x^r'cosb^ mr! t deoarece valorile derivatelor — pentru toate particulele materiale m ale figurii rigide sînt aceleași și pot fi considerate egale cu mr' momentul de inerte cantitatea atunci, notînd cu Jc= a’ figurii piane în raport cu centrul maselor C, vom avea * r T Cfa atunci, notînd cu J = л C \ at J dtj Jc fâ vorfe« • aCeSta’ ecua^lle ds mi?care ale figurii plane rigide materiale ' ' ’ > • I ь ii ‘ к I : * ♦ tx - • ‘ MUJ dP №' ( ) Dacă figura plană este supusă la legături, atunci la Mrtou «are trebuie adăugate reacțiunile legăturilor exteriorh? ecS ( ; trebuie completate cu ecuațiile legăturilor ecuațule ECUAȚIILE DU MIȘCARE ? Sa arătăm că ecuația diferențială a momentului cinetic în raport cu centrul instantaneul rotație va avea forma ultimei ecuații ( ), '■■■Л în timpul mișcări nourii plane în planul ei distanța dintre centrul instantaneu de rotație al figurii plane și centrul maselor acestei figuri plane rămîne constantă In adevăr, fie O poziția cen- - • - ■ A îniptm distanța dintre irului instantaneu de rotație al figurii plane în planul anumit moment f; desigur, într-un moment foarte apropiat, centrul instantaneu va trece, în general, din punctul O într-un alt punct, iar această deplasare va fi un infinit mic, de cel puțin ordinul doi (voi I, § ) De aceea este posibil să folosim teorema momentului cinetic, dedusă de noi pentru o axă fixa, de asemenea și pentru axa z, care trece prin punctul O perpendicular pe planul Alegînd punctul O din planul тс drept originea coordonatelor, vom •calcula momentul cinetic al figurii plane în raport cu axa Oz, perpendiculară pe planul те; д treia dintre formulele ( ) Notînd suma T avem: I dy dx > jn\X~~T — V - pentru aceasta este suficient să utilizăm (x Ye — yXe) cu Mo, dl Deoarece unghinl de rotație și viteza unghiulară de rotație a figurii plane rigide în jurul punctului C ,și în jurul punctului O sînt aceleași (voi I, §, ), obținem: r \ ■ f ’V’ ( dy Ъ m\x dt ~y a dQ ' = ~dt dx tnr , y \mr este momentul de inerție / al figurii plane în raport în care cu punctul O Dar pe baza teoremei de la § avem: în care,/ este momentul constant de inerție al figurii plane în raport cu centrul de inerție C, iar p distanța dintre punctele ( De aceea momentul cinetic' în raport cu punctul O va fi; d di rfo •> + Л р r ‘' I • MIșcAREA UNEI FIGURI MATERIALE PLANE ■ • - v v ziSeionfi » dintre centrul instantaneu O șt centrul C de Паса msa л;Ь^а p cmtre al figurii plane ramine constanta, aciica aa a « * inerție ave a: {Jc "b P ) ’ sau = Afos adica ( ) I obținem o ecuație, perfect analogă cu ultima ecuație ( ) Teorema energiei cinetice Conform teoremei de la § energia cinetică E a unei figuri plane materiale ’ ” se mișcă în planul ei тс, va fi egală cu rigide care M \ dt) Să examinăm suma lucrurilor mecanice elementare ale țelor exterioare ( ) tui tir or for țg (,Xedx+ Yedy) Deoarece avem x=£+x\ у=т) У,-exprimind diferențialele dx și dy prin dț, drj și d , vom obține (Xedx -h Ууу ) =Ж+ Ydrj+M'dB ✓к îe , din teorema energiei cinetice pentru un sistem material (§ ), vom avea: dE^Xăl + Xd^M’d^ ' \ tacit î°nat eSte Cazul Cînd există astfel de funcție - dE bu M' ) poartă unitiele în acest caz de funcție de forță dE^^d^+^-drj+^a^dU Și, integrînd, ajungem la integrala energiei funcția ( ( , j, Atunci avem : ( ) ECUAȚIILE DE MIȘCARE î;: cure /г este o constantă ârbifrară Funcția V (?, tj, Q), legată de funcția €/(c ■ Э) prin relâ{ia ’/= —ГЛ poartă numele de f uncție potențială ; integrala energiei exprimată prin funcția potențială are E+ V=hț ( ) Această integrală exprimă faptul că în tot timpul mișcării suma dintre energia cinetică și energia potențială rămîne constantă, adică energia mecanică se conservă Dacă problema mișcării în plan a unei figuri plane rigide admite integrala energiei, atunci este convenabil să se înlocuiască una dintre ecuațiile de mișcare cu această integrală Intr-adevăr, drept ecuații de mișcare propriu-zise, din care se poate determina mișcarea, servesc acele ecuații care nu conțin reacțiuni necunoscute, or, integrala energiei va constitui o astfel de ecuație, deoarece lucrul mecanic al reacțiunilor legăturilor ideale este egal cu zero și de aceea reacțiunile legăturilor ideale nu vor interveni în integrala energiei Desigur, integrala energiei poate fi obținută și direct din ecuațiile ( ), înmulțind aceste ecuații res-dt dfi gq peciiv cu ’ ~ sia obținută integrala energiei va constitui o astfel dt adunînd rezultatele și integrînd expre- § r Determinarea tracțiunilor Pentru a rezolva'mișcarea unei figuri piane în planul ei sub acțiunea unor forțe aplicate, trebuie alcătuit în primul rînd ecuațiile ( ), oricare dintre aceste ecuații putînd fi înlocuită prin ecuația ( ) Ca forțe care acționează asupra figurii plane trebuie considerate atît toate forțele exterioare date, cît și toate reacțiunile legăturilor La ecuațiile ( ) trebuie adăugate și ecuațiile legăturilor Cînd vor fi alcătuite astfel toate ecuațiile problemei, din ecuații trebuie eliminate reacțiunile legăturilor și obținute ecuațiile care nu conțin reacțiuni, adică ecuațiile propriu-zise de mișcare; numărul acestor ecuații trebuie să fie egal cu numărul gradelor de libertate ale figurii plane considerate Integrînd ecuațiile de mișcare vom găsi valorile parametrilor care determină poziția figurii plane în funcție de timp După aceasta, din ecuațiile diferențiale principale se determină ușor rcauțiunile legăturilor Pot avea loc următoarele cazuri Se poate întîmpla ca în tot timpul mișcării figurii plane, reacțiunea care trebuie determinată să nu se anuleze și să-și păstreze semnul; acest lucru ne va arăta că schema de mișcare considerată este luată just și este valabilă în tot timpul mișcării Dar se poate întîmpla ca la un anumit moment reacțiunea care trebuie determinată să se anuleze; acest lucru ne va % MIȘCAREA UNEI FIGURI MATERIALS PLANE ÎN PLANUL EI * sistemului material ■acțiunea care trebuie^ d®lce™‘napîntru determinarea trebui să se alcătuiască noi ecuația acelei arăta cS în momentul considerat іеОл “lîS și care, dădea гг este înlocuită cu o alta legamra, mișcării ulterioare a figurii plane, va ‘ a ecuații de mișcare, reprezentat ca exemplu, КѴоГі: S “din’ Xk ra ZeSlegrT și В si N”; este evident că bara AB are fn u" T'ZtF de libertate și ca parametru care determina poziția barei poate luat unghiul a sau unghiul Ѳ In timpul t ч » > • * t i * • *■ ■ ’\ ■** ч • F% ж - / u grade de libertate, determinate prin parametrii și Ѳ Constantele arbitrare ale integralelor noilor ecuații diferențiale de mișcare ale grinzii se vor determina pe baza acelor valori ale parametrilor ț, o și ale derivatele! lor în raport cu tinipul, pe care le-au avut acești nSf’rȘltU prinJeiî etîa,pe de mi?care, cînd bara forma un sistem cu un singur grad de libertate Л-a-se,msnea итеп{ іопа‘е și «rmâtoarele Dacă figura este normală Ia curba de-a lungul căreia » Daca insă figura plană se rostogolește de-a lungul unei euîbe punctul de contact dintre figura plană și această curbă trebuio să f e centru instantaneu de rota/al figurii plane, a?cum se^raS In acest caz, afara de reacțiunea normală N, trebuie să câ dacă aplicarea formulei D • ■existe și reacțîunea tangetijială S, caro împiedică lunecarea puncfii-lui Д punct care reprezintă centrul instantaneu de rotație al figurii piane Vedea că dacă aplicarea formulei ( ) este posibilă, atunci se elimină imediat ambele’ reacțitmi mentele acestor forțe în raport cu punctul A >; de aceea, în cazul rosto formulei ( ) duce, ade direct la ecuațiile propriu-zise al După aceasta, oricare dintre ecua fiile ( ) care conține o anumită reacțiține, poate fi folosită direct pentru determinarea acestei reacțiuni ■ § Exemple Să se determine mișcarea unei bare grele, aruncată într-un plan vertical, sub un anumit unghi față de orizontală In momentul inițial bara are o mișcare de rotație cu viteza unghiulară - ■ ?л I Ie undo vom avea: - gp sin a + M/?’У — PZ? ein a Ptln urmare; drumul g parcurs de centrul de greutate O al discuwi va fi: Pentru a mbu reociumlle N și S, vom scrie ecuațiile de mișcare ale centrului и k г t UNEI FIGURI MATERIAL^ iar euergta cinetică Д în vîri ] dt I q ж ' Pe baza formulei ( ) vom obține: —| = Mg/ccs +^ (anta arbitrară din membrul al doilea, vom presupune d d£ N A doua metodă de obținere a ecuației de mișcare, constă în următoarele Conform celor precedente (voi , § ), centrul instantaneu de rotație £ barei AB este situat în punctul Ог unde se intersectează suporturile forțelor ЛГ și ІГ adică distmța dintre punctele Ot și C este constantă și tot timpul egal cu l De aceea în aceasta problemă poate fi aplicată ecuația ( ; și vom obține: d (JC+MP)-^ =P/sino- Deoarece și P=Mg, rezultă de aici că vom avea: - — = — sin o bmuw ambii membri ai acestei relafii cu * șl integri, vom obțiue-t * ■ cos G -Ь corist • ; / V’ * ' t - : v л ѵ Determînînd, ca și m-ii înainte, constanta arbitrară din membrul al doilea» ajungem la ecuația obținută mal înainte: (dGl Зя I \dt De aici se vede că această a doua metodă este primaj deoarece prima metodă ne duce direct la I Чк L J « •XEMPLE acestei probleme constă îfl uti i ,Ы tattt Ш timp ce dâcâ ■ we metoda a doua, obținem mai ffitt o ecuati ■ c erențlîlâ de ordinul don în sfîrșit a treia metodă de rezolvare a ki~ rea ecuațiilor ( ) Vom avea: A ; ^N^sin o - W'Z cos Ѳ i cos ѳ сГѳ dă / sin Ѳ dt [sin j +Z cos ( l cos Ѳ Zsine momentul inițial al primei etape I » э ■Я v j • * ■ Ч- " " ■ a COS a COS a —-COS a / dl Prin urmare, în decursul întregei etape a doua proiecția orizontală a centrului de greutate C va fi egală cu: £ —V glcos q, ei parametrul gva crește proporțional cu timpul te ceea ce privește componenta verticală a vitezei centrului de greutate C al oarei în momentul tinal al primei etape de mișcare,/deoarece di) (it „ do COS о- at г ♦ F у ■ ■ * ui! At £ ’S' " «a ! A -« â! - • li tr f J? *? j f В * ■ I к F * e f rr i £ N ii * l figuri МАТЁДІАЬВ Pl-ANa l jsj PL A N V L EI II * V‘ f, И I M I I $ ea va ft egala cu: Фі gîcos a V „ micC -ii barei în etapa a doua a mișcării Pentru a găsi ecuația propnu-zi&a , , ecuațiile diferențiale^ a doua și a sre ofunctie de tort Astfel, vom obține: — M Mg-n Deoarece sau Mg ] + c [dt) derivata Л este constantă, incluzW-o în constanta arbitrară Й, vom - Mgrf-l-ti, rj& = h—Mgl coș ѳ » - (Л+ММпЧ, ^ • - r X- * ' * * * - Pentru a determina constanta arbitrară h vom observa că în momentul іпЩаІ al etapei a doua a mișcării barei, care coincide cu momentul final al primei etape, avem: ! ■ - , J+MZ sin e=Jc + Ml —MP cos ѳ=JA— ? MP cos a, - COS (X Mgl cos Ѳ = — Mgl cos a ' ’ In acest fel obținem: • ’ ■ ’ * ’ ‘îl'? ■' ' ■ A Ml cos a I cos С Ч- Mgt cos a Prin urmare, avem: (h-i-Mgl cos o) în care constanta li rfo dt este cunoscută, sau / /c+MFsîno V (/РЙЙ coVS d = at- ■ u- ■ Jc+M / sin o *■ i I ' ' ! O I I І I , EXEMPLE Făcînd schimbarea de variabilă z = cos Ѳ, obținem: s dz dz sin și astfel vom avea JA - M l z л I Vedem, că integrala elementare Astfel, material cu două grade de libertate, a doi ■; parametri ,g depind de timp ■ V (h-hjglz)(\-z ) v ' • • * I membrului sting nu poate fi exprimată prin funcțiuni în etapa a doua a mișcării, bara formează un sistem a cărui poziție se determină cu ajutorul mai arătat sus modul lil care acești parametri я V: V ' * Л » ‘ r‘ ' » i » ’ V • • 'К V'- • ( > r ‘ к • ’S’ ■ / • \ • • L ‘ % • • ■ Ț|» • t a ■> ‘ • I f * b / • ! * " V, ' / / fi v iiâ Г ECUAȚIILE DE Uf I "’ - C S «,md-C S ^"T cos a® cos ar -i- cos cos $' -со; ui altfel, următoarele șase relații: N I cos ar+cos a’ cos a' cos -cos aE cos p" - cos a ' cos ȘOT = , ЭП Jui Lini stă a te că în ca lite de, or-de om jași lent jște mul determină poziția axei Oz în raport cu sistemul О^іУі^і РДП aceasta și poziția planului Oxy Pentru stabilirea poziției axeloi ux și Oy, Euler * a introdus unghiul cp cu care trebuie rotita linia nodurilor în sens contrar acelor unui ceasornic în jurul direcției pozitive a axei Oz, pentru a face să coincidă direcția ei pozitivă ON cu direcția pozitivă a axei Ox; unghiul viteza unghiulară instantanee de rotație în jurul acestei axe Mișcarea solidului în jurul punclului fix poate fi considerată ca fiind formată din trei mișcări ; o rotație* în jurul axei Ог în care variază numai parametrul гр, o rotație în jurul axei ON, în care variază г • о }ГІ in lor :iiv jurul axei Oz in care variază înf componentele vitezei unghiulare instantanee w, respectiv pe axele Oz ? ОЛГ și Oz, Adunînd după regula paralelogramului vectorii q/ și vom obține pentru pătratul modulului vectorului rezultant expresia: г^ -ф/ - фгф/ COS ;' ’ Д ț л/ , • Л • ’ У £ ‘ ' *'** * ' * * ■ • —- jv z • * - deoarece acest vector rezultant este perpendicular pe vectorul rT • trebuie să avem : numai ® Și rotație în Па j Â rrî ,~Г r ( =^ -гѲ^+^+Зіі/^созе ’ ’ ( ) cele nouă cosinusuri date mai înainte: cos x==A S? ; vectorul « proiectat pe dieapta OK L ON este i|>’ sin și, prin urmare -•* J #- proiectat pe axa Ox este Фг si cos ■ sin și, prin urmare, • Cp] ==A|/sin Osin^î în л ’ Л"- -;'*» \'w ' ‘ * ta - ■ /■! * i v it * / м • \ • » Г i - % \ * Deoarece axa A este o axă de rotație, pe care este situat vectorul vom avea: ( ) a) cos а=шх=р, o» cos p= q, со cos = i momentul cinetic al solidului iigîd, *cu un acest punct fix Notind ca mai Jgamfe J- (Ap -hB^ -l-Cr ) & Ultimele două formule pentru energia cinetică se utilizează ce ^Să* determinăm acum momentul cinetic al ?||аи’“‘ r^> punct fix, în raport cu acest PjM Stu vectorul viteză v punctul flx al solidului prm О, Ѵ, \ Deoarece г X w w — ( X ), *>bținem: гX (w X ) ®r w- (r • — >"> " «■Г'Й«ГЧ- ■" ^■■/■ ,ia — CINETIC СИ Ținînd seama de expresia energiei cinetice în funcție de у ( Л ) v cq ’ X Forn u ele ( ) și ( ) reprezintă MV= si a formulei z Qr generalizarea JL LMV ст =co = , adica axa de rotație a scudului uoinciue cu una dintre axele principale de inerție, atunci direcțiile ^vectorilor de rotație a solidului rigid cu un punct fix O, pe axe ortogonale de coordonate Oxyz, invariabil legate de solidul rigid In acest fel, pentru a găsi mișcarea corpului sub acțiunea forțelor aplicate, adică pentru a stabili unghiurile lui Euler în funcție de timp, este suficient să se determine în plus față de ecuațiiie ( ) relațiile dintre proiecțiile o>x, o> și ale vitezei unghiulare a solidului și forțele aplicate solidului Aceste-relații se exprimă prin ecuațiile care poartă numele de ecuații dinamice ate Iui Euler, utilizate și pînă în prezent; Euler le-a stabilit în , adică cu aproximativ de ani în urmă Pentru д deduce ecuațiile lui Euler, vom porni de la ecuația vectoriala (оэ ) j cÎK — M dt în care vectorul К este momentul cinetic în raport cu punctul fix O mnoX, “№:dera'- "Г — S rezJ- apîicate solidului' аЬіДЬіГ'''^ ii ' **' ilIturo>- forțelor exterioare următoarea interpretare aproape evidentă Să notăm cu в nmatea vectorului К care are originea în punctai fix O DeoX ECUAȚIILE DINAMICE AI E LUI EULER ~ reprezintă vectorul viteză al punctului L, ecuația vec derivata tonală precedentă arată că viteza punctului L este egală cu mo-шепШІ rezultant/îri raport cu punctul O al tuturor forțelor extc-tot timpul Af=O, cinetic al solidului direcție, Deoarece atunci introduci nd doare atît ca mărime cit și ca direcție Dacă ^om avea /D=const, adică vectorul momentului rigid va fi constant atît ca mărime cît și ca utilizăm un sistem mobil de coordonate Oxyz, derivata locală (voi I, § ), vom avea: Derivata locală din această formulă reprezintă viteza relativă a punctului L, iar produsul vectorial iului L In acest fel, obținem : viteza de transport a punc- • f Deoarece avem: dK ~dt + Me ( ) dK„ ~dt M Mx+'j My+kMz dK dK ———* dt dt ' s dt Jl r • V ) ) to din ecuațiile ( ) vom avea: i I У I ♦ ( , ) К z Curs de niecaulcfi teoretică II Tiirin rU UN PUNCT FIX UNUI SOLID RIGID Cd ) ECU AȚI I LE ив у - г лк «гіАгНе asa cum ele s® axele Oxyz stat axe РГіпеіР£е Vom obține , se reduce m raport cu cele trefc j și ( )» cu necunoscu- ІІЕ ECUAȚIILE DINAMICE ALE LUI EULER , Ф, «>x» noscutele v| de ecuațiile ( , ); din păcate, această separare a ecuațiilor este )Uie? ft ducu tret Cu șase ecuații de ordinul întîi, în raport cu necu-Aceasță înlocuire ușurează soluționarea problemei dacă ecuațiile ( ) pot fi integrate independent de ecuațiile ( ); din păcate, această separare a ecuațiilor este rareori posibilă Problema mișcării, solidului rigid cu un punct fix, este o problemă matematică dificilă; pînă în prezent se cunoaște soluția generală a acestei probleme numai pentru trei cazuri izolate, adică drei soluții; în care valorile inițiale ale unghiurilor , lui Euler și valorile inițiale ale primelor lor derivate în raport cu timpul pot fi date arbitrar Aceste cazuri sînt următoarele: Cazul Euler In acest caz se presupune că toate forțele apli~ cate solidului se reduc la o rezultantă al cărei suport trece prin punctul fix Astfel este, de exemplu, cazul mișcării unui corp greu al cărui punct fix se găsește în centrul lui de greutate Este evident că în acest caz solidul se mișcă în virtutea inerției Aproximativ după de ani de la obținerea de către Euler a soluției, savantul francez Poinsot ( — ) a dat în interpretarea geometrică a acestei soluții, care a permis să se prezinte cu toată claritatea întregul tablou al mișcării solidului în cazul lui Euler Cazul Lagrange In acest caz se presupune că elipsoidul de inerție al solidului rigid pentru punctul fix este un elipsoid de rotație, solidul este greu și centrul de greutate al corpului este situat pe axa geometrică de rotație a elipsoidului de inerție Dacă se consideră drept axă geometrică de rotație a elipsoidului de iiîșrție axa Oz, atunci trebuie să avem A=B și centrul de greutate al corpului greu trebuie să fie situat pe axa Oz, la o distanță h de Ia punctul fix O ч Cazul Sofia Kovalevskaia In acest caz elipsoidul de inerție este un elipsoid de rotație, solidul este greu, A—B— C> contrai de greutate ăl corpului este situat în planul ecuatorial al elipsoidului de inerție, ■ > v Descoperirea de către savanta rusă Sofia Vasilievna Kovalov-skaia a cazului care îi poartă numele, , " ' ' de lucrări consacrate mișcării solidului rigid generale, deoarece ele presupun existența în U R S, ;S : Gherman Ghermanovici Appelrot ( și centrul de greu a antrenat după sine o serie cu un punct fix Aceste lucrări au totuși un caracter particular și nu sînt soluții diferitelor restricții ia care sînt supuse datele inițiale In acest domeniu au activat în U R, S /S : Gherman Ghermauoviei Appelrot ( ), Dmitrii Konstantlnovlci Bobîliov ( -^ ), Dmitrii Niko-laevici Goriacev ( — ), Nilcolal Egorovici Jukovski ( — W ), Gurii VasiJievici Koiosov ( — ), Boleslav Kornelicvici Геогіа Mlotaeevskl ( №': і'/ябЗ—Мб) * S('rgbei°Al(:;:':cvicl Сіа- Vladiintr Andreevicl ЫекЮТ ( — W«), ocrf nw ^^Teoria mișcării solidului, cu un punct fix, a fort dww'>l-tifâ sub > aspectele ei necesare aplicării la giroscoape, care, «tapa cum se știe, au multe aplicații în tehnica modernă Ca si în orice problemă de dinamică, în loc de a determina mișcarea solidului rigid cu un punct fix, sAa^X^loJjdului cate se not căuta forțele care urmează a fl apucate soliciwui pentru a obține mișcarea dorită Analitic sub forma ei generală, această problemă poate fi formulată in telul următor Un solid rigid care are un punct fix se mișcă sub acțiunea unor forțe date; să se găsească momentele unor forțe suplimentare, care trebuie adăugate la momentele date, astfel îneît mișcarea solidului să fie dată de ecuațiile ° care /p / di dwz dt y® Mx ■>? x, Î +(A-C) + A) wywy=^-|-AM , / f > * m Г în care, în conformitate cu formulele ( ), trebuie să avem : “«“Л ( sin/ (/) sin f (/) +/' (?) cos (/), ",=/i'( sin/ ( cos/ ( -/;( sin/ (/), wz=/;( cos/ (z)v;(/) Prin urmare, ajungem la relațiile: Д^Х“=А +(C~B}u>vmz—Mx, ( ) ДД у U dt I Л я ж Z- l'(A—С) аги)— Д Д r I Deoarece momentele suplimentate AMX, &Myl ap И cate solidului rigid pentru a/produce mișcarea dată (/), a acestui corp, trebuie să apară datorită acțiunii unor corpuri ma-tcriâfe, care se găsesc în afara corpului, rezultă că în virtutea principiului acțiunii "și reacfîtmii, solidul rigid va acționa asupra: acestor corpuri materiale cu forțe avînd momente egale în modul, •• ’ T *• Deoarece modulul vitezei unghiulare a> este constant, iar proiecția a ^acestei viteze pe axa mobilă este de asemenea constantă, rezultă că vectorul « descrie un con circular drept în jurul axei Oz^ Avem în acest caz o mișcare de precesie, examinată în cinematică (voi I § ) / Se dau: ' '' :[j,COSOo + /î • = +pcosxt, - ; q>=nt+Ț sin xt, ■ în care [л, ’ O, pc, p, Ț, ■ x sînt constante, iar a, p, Ț sînt ror pătrate și produse pot fi neglijate Să se găsească Din expresiile datev găsim: у ' / ' dtp dt » ' ’ do cantități mici ale că proiecțiile'o)x, q) dtp di și cu o precizie pînă la infiniți mici de ordinul întîi inclusiv: sin - sin (Oo+₽ cos XO=Sin Oo+₽ cos Oo cos Xt=sin Oo (l + p ctg Oo cos XO COS = COS ( o + p COS XO =S COS o~ ₽ sin Oo cos x( vvO =VUB moi-p CUS ли =:cos Oo -₽ Sin Q COS Xt=COS O ( -p tg O COS XO, sin cp=sin (nt+ sin xo=Sin nt+y cos nt sin xt=sin ni ( +Ț ctg nt sin XO» COS COS (nî+ȚSin X a COS nt - Ț sin llt ІП Xt=COS nt ( -Ț tg«f ІП Din formulele ( ) obținem: O) x — [X COS xq sin Oo ( + p ctg Oo cos XO sin nt ( + Ț ctg nt sin PX sin xtcos nt ( —(tg iit sin xO EXEMPLE e (î - Ctg Oo cos xO cos ni — '( tg nt sin )J) + - px sin Xtsin ut ( + Ț ctg nt sm xQ, X / А I re -î—a —cosxr cosQo(l— tg o cosxO+n +T—cosxt * ‘ V u / I П ) I A De сіе?, păstrînd uutnaî termenii pînă Ja infiniți mici de ordinul întîi inclusiv, vom găsi: -y = U Sin sili nt— C' X SÎD sin nt COS Xf- - (g cos sin nt cos xt— X cos nt sin \t) -+ ȚfZ sin Oq cos nt sin XA •->) — g sin O COS nt— U \ sin COS nt COS Xf + (g cos cos nt cos xt - X sin nt sin XO — —T p sin ѳ sin nt sin x A ■■ Uiz = COSG -M — aX cos cos xt— p sm ocos Xt - X cosxA Vedem, că expresiile proiecțiilor vitezei unghiulare a corpului conțin termeni corespunzători precesiei și corecții mici cu caracter periodic, astfel îr cît axa instantanee de rotație â corpului, mîșcîndu-se, oscilează tot timpul îii jurul acel or poziții pe care ea ar trebui să le ocupe în cazul unei precesii pure Să se scrie ecuațiile de mișcare ale unui elipsoid omogen greu, de rotație, în jurul unui punct fix situat pe axa geometrică de rotație a elipsoi-•dului la distanța l deasupra centrului lui de greutate Se dă masa Af a ■acestui elipsoid, ’setniaxa de rotație c, și raza ecuatorului a Deoarece centrul de greutate al elipsoidului omogen este situat în centrul lui geometric, rezultă că axele geometrice ale elipsoidului vor fi axele lui centrale principale de inerție Pe baza transformărilor deduse în exemplul de la § , momentele de inerție în raport cu axele centrale principale de inerție pentru -elipsoidul considerat vor fi egale cu: — M (&+&), — Ma A Notînd punctul fix cu O, vom duce axa Oz în direcția axei geometrice dc ■rotație a elipsoidului i atunci axele Ox și Oy vor fi așezate paralel ci i\a: ul «ecuatorului elipsoidului considerat la distanța l de ecuator Deoarece în virtutea § aceste axe Ox, Oy și Oz vor fi axe principale de inerție, rezult? «că pentru ele vom avea: A— —-—M (a +c ) *Ml , C Ma , PHn condițiile problemei asupra elipsoidului acționează o singură forță activă •■$ anume greutatea lui, egală cu Mg, și reacțhmea aplicată în punctul fix O După cum știm, reacțlunea nu Intervine în ecuațiile lui Euler Dacă vom dirija -axa fixă Oxj pe verticală în sue, proiecția pe^ea a greutății elipsoidului va fi egală cu Adie Oxyz vor fi: Mg Prin turnare, proiecțiile greutății elipsoidului pe axele mo- X - Mg cos o "', Ye = - Mg сон "', xe = - Mg cos ■' |П г- fiMtn с гм гп RIGID CU UN PUNCT FIX ECUAȚIILE DE MIȘCARE ALE UNUI SOLID RIGID sau pe baza formulei ( ) X-Mușine Sin Ф, =-№ sin cos ф, Ze ~ -Mg cos fi Deoarece coordonatele centrului de greutate al elipsoidului în raport cu axele Oyv sînt egale cu (O, O, —l), vom obține: z Y# ~ —Mgl sin Ѳ cos tz xZg = + Mgl sin fi sin ф, Oxyz sînt egale cu ( , M ultima relație este ' evidentă deoarece forța Mg intersectează, axa Oz Dupâ aceste calcule ecuațiile lui Euler ( ) pot fi scrise sub forma: * " ////' \ » My~cît n C deducem: ,’)г= " СО + - , tffi fț ^««)хС ф~ ( incp/ ± jnfl=;M fiÎM , У ” v У тху] - w - ‘ * - A- К и&ОЭГвСЭ с? Atunci dirț =k, adică ф=/rf-J-(p , în care tpo este o constantă ar— dt , obținem — — , — Sin — dt dt фо, în care O și ф sînt constante arbitrar , /da ecuația a treia vom avea — ’ ■ at > ■ bîtrară în acest fel, axa de rotație a solidului are o direcție invariabilă în spațiu, determinată de unghiurile ф și ѳ ale lui Euler și solidul se învârtește în jurul acestei axe cu o viteză unghiulară constantă, egală cu k tGO Să se deducă expresia energiei cinetice punct fix O și momentele cinetice ale acestui solid în raport cu un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxyz, invariabil legat de sojid, pornind de la expresiile proiecțiilor vitezei liniare a punctelor acestui solid pe axele sistemului /Oxyz Să considerăm o particulă materială oarecare A de masă m a solidului rigid, care are în momentul t coordonatele (x, y, z); atunci notînd cu o vectorul viteză unghiulară instantanee a solidului, vom avea respectiv’ pentru proiecțiile vitezei liniare (Cinematica, § ) a particulei A a solidului pe axele sistemului Oxyz i ' , ' )yZ— )zyy (DgX — a)xZ ” (AyX > prin urmare energia cinetică a particulei materiale A va fi egală cu: m De aici, în baza formulei ( ), scoțînd factorii comuni în afara semnelor de însumare, vom obține pentru energia cinetică E a solidului rigid cu im punct fix, următoarea expresie: LFX v ‘ У - (o;i (ax>— Deoarece momentele vitezei particulei A în raport cu axele Ox, Oy și Ozz sînt respectiv egale cu: wxz)cs(ov (У’+з )—№yXy-’'(!ygXzt +Фу (zJ * vh *" о>£ух oixZX - муху+w* tx - У’), nTrm ГП UN PUNC i ,-tv PF ALE UNUI SOLID RIGID, CU ur ECUAȚIÎLE DE MIȘCARE ALL — -—Г" t mîia rs К К ale momentului cinetic C'^ateT b- biînmeior ) de expresli-e: expresiile: mxy—oiz / у •sau fmînd seama de Astf e ajungem Ic al solidului rigid mxz, m (z +x ) - X тУг’ mzy + ^z^m{x ^y ) notațiile ( ), ( ), ( ) și ( ) * ilixy^r bу X У И Х— )у de expresiile: O din nou formulele ( ) ' J CAPITOLUL XL CAZUL EULEF Г SP apoi se S ЖЗЙІ Ecuațiile'( ) au două integrale prime в 'Xții"( J )°;Г voT'aplica ambele procedee înainte dc to te, din teorema energiei cinetice știm ca dlfefa”^i| r meca‘,itee stei cinetice ă solidului este egala cu suma lucrurilra Jtecaptce elementare ale tuturor forțelor aplicate solidului z) Deoarece, lucrul mecanic elementar al tuturor forțelor interioare ale; unui s rigid este egal cu, zero (§ ), iar lucrul mecanic al forțelor ap cate în punctul O este egal cu zero, din cauza ca punctul O -este к lucrul mecanic rigid fix, rezultă că dE= , adică E=± (Д( I | Ccoy = const, Aal+B^+C^-h, ( > ■ I * * fl în care h este o constantă arbitrară Integrala ( ) este integrala: energiei în cazul Euler Pentru a o deduce direct din ecuațiile-( ), vom înmulți prima ecuație cil cox, a doua cu a treia cu coși vom aduna rezultatele; vom obține: • w dt , f / ”»>-• >S > adie medului vectorului T h - & R £ ■ •> CAZUL euler e forțe o cantitate со ale viteze» forța rezultantă este pentru sistemul dat torța rezui д proiecțiilor u> , г constantă (voi I unghiulare « a solidului rigid in forma e In ea’u^EnU^Vomeețmlna irel cazurH rotație și, în sfirșit, cazul general, cînd elipsoidul de inerție est un elipsoid cu trei axe Elipsoidul de inerție este , o avem A=B=C, adica C, și integralele ( ) Д ( ) + ) De aici rezultă: sferă In acest caz trebuie sa ( ) capătă forma: ш I w Л (to + W + tl> ) « До) — Deoarece in acest tului cinetic К al ca direcție și sens, rezultă că solidul se va roti în jurul unei axe cu direcție invariabilă și cu o viteză unghiulară constantă; direcția axei de rotație a solidului' rigid și valoarea vitezei unghiulare vor fi aceleași ca și în momentul inițial, cînd solidul a fost în mișcarea de rotație Ecuațiile lui Euler în acest caz vor fi • > со = conșt, caz axa de rotație coincide cu vectorul momen-solidului ), constant atît ca mărime cît și de unde obținem: \ фх== const Astfel, nu numai viteza unghiulară a va fi constantă ca mortul от, direcție șl sens, dar vor fi constante și proiect ile viteze? nnoWn bmrte'd?nt нГЛШ° să se înt’mple, deoarece ii gv ‘ d W* Ceea К®» “ flec are dintre cele trei modul și da direcție, » I i I ppdtrtijăetermi narea proiecțiilor wx ecuații: (J) oi ale vitezei unghiulare o obținem trei » ) De aici rezultă că suma trebuie să fie constantă, și nio dudul I • ■ trebuie să forma «I înmulțind r e zultă: V j (c -k ) w i *' I • > • și scăzînd din ; , \ \ i • л i *- N b # с * ! k Să luăm axa Ozif invariabil legată de sistemul inerți , îv ment constant ca mărime și ca direcție Vom avea (§ ): К cos sin sin cp j = /Vcos p"'*«■ * C| cos o -I- К cos Ѳо=a|A cos Go, vom sî atunci: dty dl : l-t cos r • i e ’l Л ' (fi— )o>?= I *«, / \ Ia ( —â)coj= • • p T * Л De aici avem: AB ( - A) ^=\hB-H — C ( - C) ] [H —Ah^-C( Extrăgînd rădăcina pătrată, rezultă: ( ) I • • - r ' •ДЛ + С(Д-С)юІ» :еі )tî С) lut ide ate ( '”“/ ) (D^ ( -j; —- * ‘ = У [ЙВ - // - c (fi- C) ® ] [№'- ЛЛ+C ( - С) După aceste calcule, folosind ecuația a treia ( ) putem seri cVa ^ T"^^ b‘^(^ ’^,C)wx] ~ dt sau А» V l - — „ , , »> ,,, — — , > , Г , ]/[hB~ H£-С (B-C) « [lE~Ali + C (A-C) V ■I dt •" I ■ ■ > * •*» W«r « ф Cy/ĂB GAZUL EULEH? De aici, integrînd, găsin dai ] [Я — Ah+C (A—C) âij = const $ сѴла едп « „«>„ w 'afe vitezei unghiulare instan-solidului rigid Vedem ca din ectiapa ( ) printr-o integrala eliptica, de rotație a ( ) Ecuafnle ( ), ( ) și ( ) formează ^“iX minarea celor trei proiecții w tanee w tiiiioul t se exprimă în funcție de primr-o uncgiaia deoarece sub semnul integralei se găsește rădăcină patrata a unu polinom de gradul patru De aici rezultă că, invers, se exprima în funcție de timpul t printr-o funcție eliptică de r; după aceasta, pornind de la formula ( ), putem reprezenta, cantitățile co , și , ' ■ ■ I ' > ** • > B>ri I VăA INTEGRAREA ECUAȚIILOR DE MIȘCARE ALE SOLIDULUI RIGID Împărțind m constantă, si sin O COS ф, Inrroducînd valorile proiecțiilor ecuația ( ), vom obține Аул sin o ccs ц>+к(С~~В) p sin o cos B>A Sirnplificînd relațiile prece dente cu factorii care nu se pot anula, ajungem la relațiile: • • Bii-\-(A—C) k=C, p, sin Q=O A/z -f- (C—B) k— , i Ultima relație poate avea loc numai în cazul cînd avem fie g= fie o =t!, ceea ce este în contradicție cu datele luate In ceea ce privește primele doua relații, eliminînd din ele cantitățile n și k, vom obține : A (A—C)+B (C—B) = , Ultima relație poate fi valabilă numai pentru o figură materială pbnăî pentru im corp însă trebuie să avem totdeauna B+A>C In acest fol, o precesie regulată nu poate exista la tipul considerat do corpuri Să se deducă ecuațiile polodieî Să consideram un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxyz, legat invariabil do solidul rigid, îu raport cu care ecuația elipsoidului de inerție a corpului pentru punctul fix O va îl: AA^-l-B^+CZ^l Să notăm cu Xj, Yy A, coordonatele punctelor polodieî, adică coordonatele pozițiilor polilor P Deoarece punctele P sînt situate pe elipsoidul de inerție ■ ț я I ш Ptl ® Иі oordonatele polului, vom obține: h (A X\+В Ecuațiile pe de altă parte știm că Înlocuind aici proiecțiile vitezei unghiulare prin expresiile lor ( ) în funcție de coordonatele polului, vom obține: AXț+BY^ + CZ^ & * i x* f - *• * - B>A trebuie să avem; x -»' » • • - * ? ‘ I ' І *“ k* " V • К: ч " • * V l v ‘K* * ‘ - t V f ' tv * ’ £ * 'Л » я vom obține; B(B-A) У?+С(С~А) ^ , • adică polodia se transformă în puncte și anume în в vom obține I de unde găsim extremitățile axei mari a elipsoidului do inerție Ptmîud — h A (A~C) Vj»O, EXEMPLE ce -me găsim Ari = Fj=O adică polodia se transformă în puncte și anume h: / extremitățile axei mici a elipsoidului de inerție Dacă vom ріше - - a A rezultă: ■ • A (A—Rj Xj + C (C— ?au adică axoida mobilă degenerează în două plane Aceste plane separă polodiile care Înconjură extremitățile axei mari a elipsoidului de inerție •de polodiile care înconjură extremitățile axei mici a elip- -•sciduluî de inerție, după cum se arată în- fig Din această figură se vede că rotația solidului rigid în jurul axei mici sau mari a elipsoidului de inerție va fi stabilă, pjo-, зю deoarece o deplasare mică va to’ înlocui polodsa-punct cu polodia vecină, care reprezintă o curbă mică închisă care înconjură polodia-punct In cazul rotației solidului rigid în jurul axei mijlocii a elipsoidului de inerție, o deplasare mică va duce la o polodie care se întinde aproape pînă la punctul diametral opus al elipsoidului de inerție; de aceea această rotație va fi nestabilă • *• \ * Să se studieze, aplicînd metoda micilor deviații, stabilitatea rotației în virtutea inerției a unui solid cu un punct fix, în jurul axelor elipsoidului lui •de inerție cu trei axe, construit pentru punctul fix Să presupunem că elipsoidul de inerție al solidului rigid, construit pentru punctul fix, este reprezentat prin, ecuapa în care C>B>A, Vom verifica stabilitatea mișcării pentru soluția lor w •а„в ■(£>O'Q~G dt ’ dt Din prima ecuație avem ^ = g =const, iar din a doua obținem: (C~^—} ш о Z=o d T] (С—А) (В—A) n !dP+—BC -Л • • ‘ - " ■ a Deoarece avem: (C—A)(B—A) rezultă că aceste două ecuații aparțin ecuațiilor de tipul a' ' l care au integralele dt -X £=O, j = a SÎn (X f+sj), = p sin (/f-'rs )» • o)~=£, vom obține, neglijînd înfiniții mici de ordin superior lui unu dvj df + (C—B) («o £=s , dt * sau A t o£~O» TT dt dt A “tnfJ:iraa eCUatie ave"’ ■'J=v' ==con t- » celelalte două ecuații pot fl scrise dt (C-B) (В-Л) - o AC >o ^u’ *'?y ullă că ultu 'b două ecuații aparțin ecuațiilor de tipul d/ ’ А/ M “dt% ~ A * care au integralele: § «a C, еЧ + C e“w în care CJt C , Q și C sînt constante arbritrare Vedem că din cauza prezenței factorului ew această rotație a solidului rigid nu va fi stabilă Așadar, în cazul lui Euler rotatia solidului rigid în jurul axei mari și a celei mici a elipsoidului va fi stabilă, iar rotația în jurul axei mijlocii a elipsoidului de inerție va fi nestabilă, ceea ce concordă perfect cu rezultatele obținute în exemplul precedent pe cale geometrică Aplicînd metoda micilor deviații, să se studieze stabilitatea rotației în virtutea inerției unui solid rigid, cu un punct fix, în jurul axelor elipsoidului 'lui de inerție, construit pentru punctul fix, dacă elipsoidul de inerție elipsoid de revoluție Să presupunem că Д(Х +Г ) + CZ = , este ecuația elipsoidului de inerție In acest caz ecuațiile ( ) pot astfel: d(Dy ~dt dt Să examinăm mai întîi soluția Punînd и Wp =wo+C, vom obține: у У (Ofl ] e , — dt A cit г Л dt Din ultima ecuație găsim £=r =const, iar primele două ecuații pot fi aduse la ecuațiile: d‘ (C-A\* C A , /C-A\ , да + (~“« = да ■' ■ (~ H ч=o • ¥ care au integralele а ІП ~ wqî - s CAZUL EULER, îr care a, p» ei v; ° arbritraze ' ‘o» a Ș P că mișcarea sînt constante Y«^ ЙісіЛіё 'unde rezultă mici vom obține că g, tq șl sim = ‘ = va fi stabilă Să examinăm acum soluția O)v=W » ^V=O)Z a ecuațiilor de mișcăre și să punem: = (йо+ё» °ty= vom avea (C-A)cjo?=°» sau dt Din primele două ecuații găsim: g=g =const, ^=^ =const, iar ecuația a treia poate fi scrisă sub forma dri C—A > adică ыоКлі+^o* Așadar, tj crește sau scade nelimitat o dată cu creșterea timpului, și mișcarea solidului nu va fi stabilă Prin urmare, dacă solidul, al cărui elipsoid de rtie este un elipsoid' de revoluție, se rotește în virtutea inerției în jurul axei geometrice de revoluție a elipsoidului de inerție, atunci mișcarea solidului, va fi stabilă, iar dacă solidul se rotește în jurul unui diametru ecuatorial a elipsoidului lui de inerție, această mișcare a solidului va fi nestabilă CAPITOLUL XLI CAZUL LAGRANGE ■' rigid în cazul cazului Euler al § Ecuațiile de mișcare ale solidului Lagrange și integralele lor prime La studiul mișcării unui solid rigid, am luat axele inerțiale ale sistemului de coordonate Oxyy}Z\ fie cu direcții arbritrăre, fie astfel ca direcția axei Oz} să coincidă cu direcția vectorului invariabil al momentului cinetic al solidului La studiul cazului Lagrange al mișcării solidului rigid, vom lua drept axă Oz{ a sistemului inerțial de axe de coordonate o direcție determinată • Să considerăm o dreaptă verticală pe suprafața Pămîntului Dacă această dreaptă va fi luată la ecuator, atunci în decurs de secundă de timp mediu, ea se va roti din cauza rotației Pămîntului cu un unghi de я, ; dacă această dreaptă va fi luată în dreptul polilor, direcția ei nu se va schimba datorită rotației Pămîntului; dacă însă dreapta va fi luată de exemplu la Moscova, atunci în decurs de secundă de tip mediu, ea se va roti cu un unghi de я, Vedem că într-un timp mic rotația unghiulară a acestei drepte este foarte mică Deoarece într-un timp mic deplasarea punc-t lui O poate fi considerată rectilinie și uniformă, se poate admite că dreapta Ozx se deplasează într-un interval de timp mic paralel cu ea însasi într-o mișcare rectilinie și uniformă Toate celelalte mișcări ale Pămîntului, afară de rotația lui proprie, pot fi neglijate așa cum s-a arătat mai înainte (voi , § ) De aceea, la studiul cazului Lagrange al mișcării unui solid rigid într-un interval de timp mic, vom alege ca sistem inerțial de coordonate un astfel de sistem, încît ax „ , I UO) af +(A—C)b)z(dx— d(dv Mg asin O sin cp, СО ~ dt я sin O sin cp - cos cp, do rigid în ( ) Vedem că în cazul a solidului rigid nu x, ~ găsi KZi — Dacă vom nota vectorul unitar al axei Oz^ prin k este aplicată în punctul forțe în raport' cu axa : știm însă câ asupra l ' ' cu o axă fixă oarecare, urmare, în cazul lui Lagrange, momentul cinetic al solidului rigid лк nvo xrariînais (Ъ trphnm sa fie constant* exultă că momemele acestor aopa I i" dacă momentele forței exterioare, care acționează — momentul cinetic al solidului în raport cu axa Oz vom avea: m=~i sin O sin cp+/ sin Ѳ cos cp - k cos ( ) Avem însă • • - K= l кx + ~jKy+ІКг= A ti>s + ] A +k С со I ' ’ k i=i cos aCT -f- J cos - k cos prin urmare, vom avea: / Z =K • k = A u>x sinQsincp+Л to sinOcoscp+Ca^cosO Așadar, pentru integrala căutată a momentului cinetic vom obține: Ашх sin sin cp - Aw sin cos cp - Cw cos У z în care H este o constantă arbitrară Am obținut integralele ( ) și ( ), pornind de la principi» generale; desigur că s~ar fi putut obține aceste integrale și prin integrarea directă a ecuațiilor ( ) și ( ), totuși, aceasta a doua cale este mai complicată decît procedeul adoptat în paragraful de față/ * F § Integrarea ecuațiilor dc mișcare ale solidului ri-И? S ' La ,а??'е-, Dnpii ce au fost §asite integrale prime ( ), ( ) și ( ) ale ecuațiilor ( ) și ( ) care conțin trei constante arldlrare, putem integra mai departe ecuațiile de mișcare ale solidului rigid, pornind de la cele trei integrale obținute!- ‘ ' -* integrarea ecuațiilor de MIȘCARE AIE SWȚ ПОС саге per M QCi л t—cosO= —r l- A® sin o cos q jelui următor: vom obține: înlocuind în ultimele două ecuații cantitățile oi siîle lor din formulele ( ), n о і^фѴ sîn = Mga dt * înmulțind prima ecuație cu нгряп+я ei membru din dreapta sin , ridicînd punem: pătrat și egalînd între nule, vom capa ta : a doua ecuație la ai ecuațiilor obți- atunci vom avea: tn* ® îll I " I CS * •? I V J $ CAZUL LAGRANGE II " îl ti /om introduce o nouă variabilă : и=cos Ѳ vom obține: dt ( — H ) — ( —- V - ' • b > ( ) ( ) Я-С,= f Ci este constantă arbitrară* Vedem că timpul t se ex~ în funcție de variabila и printr-o integrală eliptica; prin и se exprimă în funcție de timpul t printr-o func- primă in urmare, variabila ție eliptică Din ■ ^sin = dt V vom obține pentru derivata în raport cu timpul a unghiului ip următoarea expresie: с/ф —Ct^ll Шіиииии |ВИИИИвИИИІІ»ввИввИОвИІ dt -u ZrcosG ( ) din care se poate determina unghiul ip în funcție de timpul (, deoarece variația cantității и în funcție de timp este determinată deja prin formula ( ) Pentru a găsi unghiul cp, vom introduce în integrală (j)z=/c; înlocuind expresia vitezei unghiulare în J vom obține în baza formulei a o • J , ,;• z=k; funcție de unghiurile lui Euler, treia ( ) adică ( И) Г?ЛПГ*Ге: p,artea PrinciPală a problemei determinării m of°r» rlg in=a U, Lagrange, constă în analiza relației tm" ,P?oaic'c^ ecuația /(и) = б este o ecuație cubică, ea are tn aSaCln‘: eSte U?,or de arâtat câ aceste rădăcini vor fi reale n = cos trebuie să fie cuprinsă între- și Д dînfotuhffi) a«cosO trebuie să fie cuprinsă între Й ■ > I I i- mis CAZUL LAGRANGE TO unele dintre proprietățile giroscopic p Aplicînd aceasta la cazul Lagrange, (vom obține din ecuațiile ( ): (ДЛ/х) = Mga sin Ѳ cos м>г, (AM;j) = Mga sin Ѳ sin cp Ho — x, ( ) în care cantitățile o)x, presupunem mai' întîi astfel încît vom avea de precesie, adică vom avea* tot timnufV« -formulele ( ) vom obține: do și sini solidul nu date se rotește în jurul axei sale de formulele ( ) Să у că tot timpul cp=o, și solidul nu are o mișcare x dt Este evident că în acest caz axele Ov голг -• z» cum rezultă din fig Пим (I/i coincid, așa găsi: U’ mpa aceasta’ din formulele ( Д ) vom dP (Д^)=Оі (AMJ= r i PRESIUNE GIROSCOPICĂ ■ f! ♦ — - t ui or Dacă vom varia unghiul Ѳ în funcțr de timp în mod arbitrar, prima formulă ne va permite să determinăm momentul cuplului de ferie care va acționa asupra mîinii Dacă însă solidul oscilează liber în jurn! axri OM ca un pendul fizic, atunci, punînd în care & este unghiul format de dreapta OP și axa Oz\ dirijată pe verticală în jos, vom obține: ІИ, Z, CU h- ile ecua- acest fel, ajungem la и de-a lungul axei Ox om în care prima dintre aceste trei ecuații reprezintă chiar ția ( ) a oscilațiilor pendulului fizic, concluzia că în acest din urmă caz nu vor acționa asupra mîinii nici un fel de cupluri, ceea ce concordă pe deplin cu rezultatele obținute la sfîrșitul § , pentru cazul cînd axa de rotație a corpului este axa principală de inerție a acestui corp Rezultatele obținute sînt perfect clare In adevăr, axa Oz a giro-scopului se mișcă în planul determinat de dreptele Oz și Ozv Este evident că pentru a obține această mișcare trebuie să aplicăm ciroscopului un cuplu, al cărui moment, din cauza • simetriei giroscopului, va fi perpendicular pe planul Ozzit situat de exemplu Greutatea Mg a giroscopului formează chiar cuplul cu această direcție a momentului; de aceea, sub influența greutății Mg, giro-scopul nu se va mișca cu o variație arbitrară a unghiului , ci cu variația lui după legea pendulului Cu totul altfel vor sta însă lucrurile dacă vom aduce corpul într-o mișcare de rotație în jurul axei sale de simetrie Oz Să punem ip= , și dacă mișcarea de rotație este uniformă, vom avea m care n și Фо sînt constante In fig este indicată poziția axelor de coordonate în acest caz Deoarece linia nodurilor OM va coincide cu axa Oxj ; unghiul format de dreptele Ox, și Ox este egal cu •Й' ''»и • —Л и COStp dw- unghiulare (&My) = — (длу = Din aceste formule rezultă că t '' n pozitivă (AMX)= A Mga sin Ѳ — A j sin cp-h âcos I ~ chiar dacă solidul rigid poate oscila-liber, ca un pendul fizic, în jurul axei fixe ON-, totuși în cazul rotației în jurul axei sale Oz, solidul va presa asupra mîinii, căutînd să iasă din planul său de oscilație Proiecțiile momentului (Д/И) al cuplului cu considerat acționează asupra mîinii în cazul oscilației lui după legea pendulului, vor fi W • * (ДМХ)=Cn sin % (ДЛу = Cn cos ?, (Д/ѴЦ= , adică vom avea: •Rfl Г | \ j , ț ‘ І(ДМ)ЬС л| * V adică solidul se rotește în sens contrar sensului acelor să presupunem de asemenea derivata ~ pozitivă, a liniei nodu-acelor de ceasornic In acest planul Oxy de-a lungul dreptei care solidul în rotație ( } Să presupunem cantitatea n pozitivă, jurul direcției pozitive a axei Oz în’ de ceasornic ; i “ p itive * liniei nodu caz, vectorul (ДМ) va fi dirijat în I PRESIUNE GIROSCOPICĂ ѵлХОЛс după cum se ara ca ш tig Cu alte cuvinte, daca cuplul de forțe, cu momentul (ДЖ) ar fi aplicat solidului în repaus,, el ar roti corpul astfel, încît direcția pozitivă a axei de rotație Oz caute să coincidă cu direcția pozitivă ON a cefei de-a doua axe, iar rotația în jurul acestei axe modifică valoarea unghiului Ѳ, adică modifică direcția axei Oz Dacă unghiul Ѳ nit va fi dife- rită de zero Totuși imprimînd corpului o mișcare foarte rapidă în Oz, adică dînd cantității n o valoare foarte mare, se ~ să fie cu mult mai mare decît can-л astfel ■ încît deducția precedentă să fie valabilă și pentru acest caz Dacă a= , adică dacă centrul de greutate al corpului se va găsi în punctul de ' sprijin O, vom obține: ■ ' * (ДМ) л,ігѳ- variază după legea pendulului, cantitatea Mg a sin Ѳ — A ~ jurul axe poate face ca mărimea Cn I tîtatea Mgvz si n —A cu z X * (ДА/y)=A & sin cp - n C -țț cos cp, - • • M • J b astfel, încît Viteza de rotație a giroscopului în jurul foarte mare, adică mărimea n să fie foarte mare și cu mult cantitatea p Pe baza acestor formule vom găsi: (d în care к este o constantă, care pentru axei Oz să fie să depășească (O =p-cos -/ = £, o valoare foarte mare a cantității n în comparație cu valoarea cantității p, poate fi considerată egală cu cantitatea n; mai departe, obținem: ' Qto ~di Aplicînd formulele ( ), vom avea: (AMx)=Mga sin o cos cp—Арл sin Ѳо cos cp—(С—А) /ф sin Ѳо cos cp (ДМу) = - (AM)= |i sin % sin PRECESIA REGULATA IN CAZUL LAGRANGE In acest fel, acțiunea giroscopului se reduce la un cuplu cu momentul ( ), situat în planul Oxy Din fig , unde ca și mai înainte dreapta OK este situată în planul Czz, și dreapta O/V este perpendiculară pe acest plan, se vede că acest moment ( M) în direcția negativă, adică în sens că cuplul de moment (Д/ ) tinde va roti geometrică de revoluție este mai mare; în condiții egale, în căzu este situat pe linia nodurilor opus cu sensul lui ON Vedem să micșoreze unghiul Ѳ, adică tinde să se apropie direcția pozitivă Oz a axei' de rotație a giroscopului de direcția pozitivă Ozx a acelei axe, în jurul căreia axa giroscopului â căpătat o mișcare de rota-ție Din formula ( ) л rezultă, că acest moment va fi cu atît mai mare, cu cîi giroscopul se va roti mai repede, cu cît axa giroscopului mai repede sa de precesie și cu cît momentul de inerție al giroscopului în raport cu axa lui moment ia o valoare maximă unghiul format de axa giroscopului cu axa de rotație suplimentară va fi drept Toate cele expuse în paragraful de față pot fi reunite îritr-o regulă generală propusă de Jukovski, sub următoarea formă care poate fi memorată ușor: Dacă un corp de revoluție se rotește în jurul axei sale cu o viteză unghiulară n și vom roti axa acestui corp cu o viteză unghiulară p f/z jurul unei axe oarecare, care formează cu axa corpului unghiul Ѳо, atunci va apare un cuplu cu momentul egal cu produsul dintre cantitatea n|xsin o ș/ momentul de inerție al corpului, cuplu care tinde să rotească axa corpului față de oxa rotației imprimate, astfel încît prin suprapunerea axelor, aceste rotații n și p să se efectueze în același sens § Precesia regulată în cazul Lagrange Pentru studiul precesiei regulate în cazul Lagrange al mișcării unui solid rigid cu punct fix, vom utiliza ecuațiile ( ) și ( ), în care vom pune: == Ol ф =-Mga sin o sin a treia dintre ecuațiile precedente rezultă că ele vor fineaparat satistacute, aaca vuiuav A^n-\-(C—A}k^=Mga, A\m - (С—А) (|л cos Ѳо - n) I =Mga ( ) Ecuația ( ) exprimă condiția necesară și suficientă ca să avem o precesie regulată în cazul Lagrange Punînd a= , vom obține relația O, vom obține A/? ~ (C—A) (P' cos ~ ti) — sau C/? -(C—A) p = Mga sin ѳ cos фв>х — Mga sin ѳ sin cpo)y, = Mga sin Ѳ (®x cos cp—(ау sin cp)- Din ecuațiile ( ), putem obține: a)xcoscp—ojy sm cp — —■ = Mga sin ѳ — at sau — (Mga cos Ѳ) dt J / - « Integrînd, ajungem la expresia I = h—Mga cos ѳ, / \ • w adică la integrala energiei sub forma ( ) o r?bS* S-ă-fe deducă dire ct din ecuațiile ( ) și ( L ) pentru mișcarea țj? ri£ld cu un Puyct dx în cazul Lagrange integrala momentului cinetic âdau^p ІЯ Pcnaneiîl C uf /я ™ °^іпёгеа acestei integrale este util să sdiauge la ecuațiile o ,i) și ( І ) шеа trei ecuații Să conSiderfi vectorul unitar J, al axei fixe Oz,; ut ^coordonate Oxyz formează cu axa fixă Oz, unghiurile /q = t cos aw+j cos [Г + к cos sau în baza formulelor ( ): I / ,п = Deoarece toți termenii care unneaza anulează doi cîte doi, ajungem la formula după derivata în raport cv timpul se- I J / — OU Sin Sin ®+A»« Sin e cos ф + Co^ cos ) - dt' x ‘ e unde obținem integrala momentului cinetic în raport cu forma ( ) „ Un avion care zboară cu viteza de кт/h, ^erectuea^a o planul orizontal spre stînga, pe o circumferință de raza ega iă cuibO т и-cu axa de rotatîe, este egal cu , kgf s m, elicea efectuînd de rotații pe minut în sensul acelor de ceasornic pentru observatorul care privește elicea în fața avionului Să se determine momentul cuplului presiunilor giroscopice Deoarece pentru observatorul care privește elicea din fată, rotația elicei se produce în sensul acelor de ceasornic, rezultă că direcția pozitivă a axei de rotație a elicei, adică a axei Ozt este dirijată în sens opus vitezei avionului Pentru a roti avionul în planul orizontal spre stînga, avionul trebuie rotit în jurul verticalei dirijate în sus, în sensul pozitiv, adică în sensul contrar sensului de mișcare al acelor de ceasornic Pe baza regulii expuse în § , în timpul unei astfel de manevre asupra avionului trebuie să acționeze un cuplu care tinde să apropie axa Oz de verticala dirijată în sus, adică care tinde să coboare elicea avionului Este evident că pentru a rezolva problema rotatîe în ’ propusă trebuie să aplicăm formula ( ), punînd în ea ѳ = Vom avea: ' • j • P'~ • » -de unde vom avea: И » ►- ul Prin urmare, dacă trebuie să anuleze nului V pilotul acest dorește să conducă avionul pe o linie dreaptă, el cuplu cu ajutorul organelor de comandă avio- * ) ir- cil o «я î Curs niecaii'c teoretică CAPITOLUL XLII PRINCIPIUL LUI D’ALEMISERT ȘI ECUAȚIILE LUI LAGRANGE Ж ІШгййй й-ăwt «й majoritatea cazurilor sistemele materiale sînt supuse la legaturi^ vom considera numai cazurile cînd aceste legături sînt ideale, adica suma lucrurilor mecanice elementare ale reacțiunilor legăturilor este egală cu zero (§ ПО), '■ Să considerăm un sistem material, și fie A un element oarecare al acestui sistem material; dacă elementul A este un punct material, atunci masa m a acestui element va fi finită, dacă însă elementul A este o particulă infinit mică a obiectului material, atunci masa m a elementului A va fi infinit mică (§ ) In cazul general, asupra elementului A vor acționa atît forțele efectiv aplicate Iui, sau forțe active, cît și reacțiunile legăturilor Să notăm prin F rezultanta tuturor forțelor aplicate direct elementului A; fie a accelerația totală a elementului A Dacă vom construi vectorul forței și vectorul forța F, vom De mu observa că în general vectorii F* și F nu coincid între ei(fig ) Descompunem forța activă F în astfel încît Descompunem forța forța F' și forța M să avem: aici tragem concluzia că numai componenta ?' forței F în PRINCIPIUL LUI D’ALEMBERT fluehțeâkâ mișcarea elementului A, provocînd accelerația lui й compot mia Fp a- forței țî ii vitezei elementului elementului for» este diferența vectorială dintre forța armatoarei construcții artificiale se poate prezenta forța pierdută Fff nu ca o diferență, ci ca o sumă de două forțe In acest scop să considerăm forța —mă egală ca modul, dar direct opusă ca sens forței motoare Ff și să numim această forță, forță de Inerție, Se vede ușor că forța pierdută Я este suma vectorială a forței forța —mă nu exercită nici o influență asupra varia-, și pare că se pierde pentru mișcarea D’Alembert a numit forța F forță motoare, iar forță pierdută Din cele precedente rezultă că forța și forța Я Cu ajutorul adică vom avea: ( ) ш aceși iei, rezuna ca: Pentru orice element al unui sistem material forța pierdută este suma vectorială dintre forța activă și forța de inerție / •; - -Forțele Я și Fv sînt forțe care au un sens fizic, sînt aplicate constituie componentele forței F, aplicată în mod estui element Dacă forța Я nu exercită nici o influență asupra accelerației elementului A, această înseamnă că forța trebuie să fie echilibrată de o altă forță, aplicată aceluiaș^elenient A; este evident că această forță poate fi numai reacțiunea R, aplicată elementului A, după cum se vede din fig De aceea, trebuie să avem: Forțele fi' elementului A sau, ținînd seama de relația ( / ), și sub\o'altă formă: * ’ , V ’u / ’ * jR " (—/ $) — / ■ / b ' i , ' > Dacă reprezentăm relația ( , ) sub forma (/■ ) ~ та vom obține teorema binecunoscută : masa elementului Д înmulțită cu accelerația lui, este egală cu suma tuturor forțelor aplicate elementului A, Deoarece, pe de altă parte, forța motoare Я este de asemenea egală cu produsul mă, este egală cu suma tuturor forțelor aplicate elementului concludem că forța motoare In acest В ■-'l J t f t j№ » £ i * • * ii • A VI V • z І • i f t tr^ ț „ cr nriTATîîLE LUI LAGRANGc iS PRINCIPIUL LUI D-ALEMBERT - Г ,/ц U w t |i i % f • *r > I* ■ A i f *s t fel forte motoare •? ce privește forța ■■ фі de irti-ale o se э PRINCIPIUL LUI D’ALEMBERT pentru a dezvolta mărimea forjei centripete, necesară pentru menținerea particulei A pe cerc, și atunci discul se va rupe Dacă se folosește forța de inerție, adică în cazul dat forța centrifugă, egală ca mărime cu forța centripetă, dar dirijată în sens opus, se poate neglija rotația discului și studia starea de eforturi a discului circular în repaus sub acțiunea forței centrifuge aplicate fiecărei particule forță proporțională cu distanța dintre particulă și centrul discutai; astfel se și procedează de obicei Pentru a arăta modul în care se utilizează direct principiul lui d’Aiembeft, vom examina mașina lui Atwood, care constă dintr-un d’Alembe scripețe ușor, peste care este trecut un fir cu două greutăți inegale Pi și P (fig ); dacă vom avea coborî, iar greutatea P valoarea absolută comună a accelerațiilor greutăților r va va fi tremitătile lui greutatea se va ridica Să notăm cu gf fixate la P ; este evident că accelerația greutății fi dirijată în jos, iar accelerația greutății P dirijată în sus Dacă тг și m sînt masele greutăților i Și ^ > Și scripetele este atît de ușor încît masa lui poate fi neglijată, atunci se vede ușor că asupra sistemului material acționează trei forțe reale și două forțe fictive cu modulele egale cu = m g> m gf, , — l / ‘ A ' • ' ' ' în care P este reacțiunea aplicată în punctul O Notînd prin a raza scripetelui și considerînd ca de obicei, momentele forțelor pozitive, dacă ele caută să rotație în sens contrar sensului acelor de ceasornic, pentru modulele momentelor în raport cu punctul O acestor cinci forțe: : ușor încît masa imprime o vom avea ale tuturor Щ ga t * Deoarece în conformitate cu principiul lui d’AIembert, cele cinci forțe trebuie să se echilibreze în orice moment, rezultă că în orice moment suma momentelor tuturor celor cinci forje în raport cit centrul O zero, adică trebuie să avem: ni\ga-~rn g(i-~}n\g'a~ in p(i • j І ' V- h : * * V \ Л ț f f к al scrjpetelui mașinii Ini Atwood trebuie sa fie ; h і I li I • PRINCIPIUL LUI H'AI EMDEKT ECUAȚIILE LUI LAGRANGE De aici găsim: Ші— + ZZ? va fi constantă și mașina lui Atwood poate studiul mișcării uniform accelerate Vedem că o P vor fi apropiate între ele, accelerația gf poate °fi atît de mică în raport cu accelerația g a căderii libere, Astfel, accelerația utilizată pentru dacă greutățile , - JL ЯНИЯЯШІИИИИИ încît toate proprietățile mișcării uniform, accelerate ale greutăților vor fi ușor accesibile observațiilor directe § Ecuația generală a lui Lagrange pentru dinamica sistemelor In loc de a folosi direct principiul Iui d’Alembert, după cum s-a procedat la sfîrșitul paragrafului precedent, este mai comod să combinăm principiul lui d’Alembert cu principiul deplasării virtuale, ceea ce se poate face în felul următor Știm că dacă un sistem material este supus la legături ideale, suma lucrurilor mecanice elementare ale reacțiunilor acestor legături, trebuie să fie egală cu zero pentru orice deplasări virtuale (§ ); prin urmare, dacă notăm cu r deplasarea virtuală infinit mică a unui element oare-reacțiunea, aplicată ele- ” • * W ЙЬ ‘ ‘ ~ te ' * "ЧѴ ' & -л ite * ‘ Л ‘ > ■ r ’• ‘ж L ‘ legături ideale, suma lucrurilor care A al sistemului material, iar cu meniului A, atunci trebuie să avem : S“T *? r?"’dC asupra tuturor elementelor sistemului ma tenal considerat Deoarece din ecuația ( ) avem: atunci vom avea: (F — ma) ( ) principiului lui la care în ecuația ( ), adică în ipo- ar totuși constant Г*» p,l""pl i-«ОДйкэд*' f ’ LUI LAGRANue principiul lui u'Alembert я ecuațhl semnul sumei ie extinde ’ toate masele elementare ale vom avea: fȘ (x -г У ) x+df d hi care / este momentul de inerție al scripe tel ui în rap°^ț Este evident că produsul razei a a scripetelui cu acceleiapa x ° Iară Д a scripetelui este egal cu accelerația tangențială a oricărui punct de pe periferia scripetelui, adică este egal cu accelerația g a sistemului de greutăți, deci -trebuie să avem: dt a * * I • * • ‘ \ ' Prin urmare, ecuația precedentă poate fi prezentată sub • ’ ' [ ' ' , ‘ ' - ■ * I ' ' • ■ *'■’ I ■ / ■ * * В * i" ‘ •' { r * f* * X t i * r• ■ - z ~F'- ■ forma (m xg-m ^g’) a — (m g+m gs) c№— •• ^** tf e • ' л •* * ? Г ■ '^r/' / ' ' t ■ У '■ • i ■ ; Deoarece deplasarea virtuală Ѳ diferă de zero, rezultă ir abilii O relație că trebuie să avem: din aceasta ml+m + „ g(m : Л ■ " '' — - g———— I • «rl-m + -~г găsim: / ' J ’ » / dq\ ?i + ^ - ^ J І S 'VJ f • Ч'Л’ э «гч / в • w J ecuațiile lui Lagrange în coordonate generalizate ■■ ■ - — - - ’■ ■ — —I ^|l M ■■ ■■■■-»-■—■ Г — : ■ , ■■ , — —— -T ~ — ■ hi acest exemplu unghiul este parametru’ independent al sistemului In loc de a transforma ecuațiile ( ) separat pentru fiecare problemă, Lagrange a efectuat această transformare sub forma ei problemă, Lagrange a efectuat această transformare sub forma ei generală și a obținut astfel ecuațiile de mișcare ale unui sistem în coordonate generalizate , sau ecuațiile de speța a doua Menționăm că se numesc ecuații de speța întîi ecuațiile obținute folosind multiplicatorii lui Lagrange (§ И ); nu vom examina aceste din urmă ecuații, deoarece practic ele aproape nu se folosesc niciodată Pentru un punct material, ecuațiile lui Lagrange în coordonate generalizate au fost date în § Ecuațiile lui Lagrange în coordonate generalizate sau ecuațiile lui Lagrange de speța a doua Să presupunem că coordonatele (x,y,z) ale elementelor sistemului mateiial pot exprimate în funcție de timpul t și de n coordonate generalizate independente , g/ Proiecțiile deplasărilor virtuale vor coordonate generalizate, sau ecuațiil #id- ? г * fix , ( ) ■ ^ + • • I ' I ‘ * Lj ' ' ’ h * • • Substituind aceste expresii ale deplasărilor ecuația ( ), rezultă: -o^ + **| s£ ae> ] e г ■ ' г* ' ■ i î M'lIl r LUI LAURANOE ÎN COORDONAT! , OIîNEI’AfJXA’H-, Din acest fel, vom avea; “V l'd^x #x i ZJ ш dt dq{ li у dy Qi ( ilz Qd i ( ) Ecuațiile ( ) poartă numele de ecuații dinamice ale lui Lagrange în coordonate generalizate, Lagrange de speța a doua Pentru a găsi forma pe care o are expresia energiei cinetice a sistemului, în funcție de derivatele seama de formula ( ) și de formulele ( ) Se vede ușor că vom avea: sau ecuațiile dinamice ale lui '• s в' I wft •' •КІ ^ ■ J ' ” - > ёЯі! J СЯЯ dz ЗЯз Яі дЯ > ){ âf> $Z $Z | SQi дЯз! implificat în felul următor • + ^X+ ( ) ( z nu depind de derivatele a' a mula ( ) poate fi scrisa sub următoarea ftrmă prescurtată: ’h + £ j , ( ) dimensiuni Г gradul doi'în npo^ « dw“a w“”i \ > Fi Pil f I i Fi I ► iJl I ч L* ’ • I ’l T t * ll i f I Ш Ж I' ф’ ■ к J r l| |r ЛГ KfKLLri 'k r- V K J O ) f ЛІ f >; i J ! І Л i t IM / iW r • I IJ I IJ, • • • > QzA n are dimensiunile lucrului mecanic De aceea, dacă, de exemplu ^ va avea dimensiunile unei lungimi, Qj va avea dimensiunile unei forțe, iar dacă bqî -va avea dimensiuni nule, Q va avea dimensiunile momentului forței In toate cazurile mărimile Q ? Q , Q , ,Q poartă numele de forțe generalizate Se poate întîmpla să existe o astfel de funcție, U\q{, q , q , r ТЪ- ! de parametri, încît să avem: • • - X, - ' | | dU BU ' ВЯз Ш^-f ВЯи ‘ ( } '■ W*Ț V —, •" • a—гегж - * » I w * ’ \ In acest caz funcția U poartă numele de filnctie de forță Cînd există o funcție de forță, ecuațiile lui Lagrange’ au forma ’ BE QU r iuv lui —-—-—- ( u- lui Lagrange sau de depinde de derivatele funcția L poartă numeîe de cincfic Deoarece funcția U nu f V ”a'^E E ăîî" ас, W Ș* vom • Л f Л Г ' l ,w • * X — const ( ) O'?l ' • t Astfel este, de exemplu, cazul mișcării unui, punct mate“a* s“b influenta unei forțe centrale care depinde numai de distanța puneai lui fix de la centrul forței; în acest caz parametrul ciclic sau coordonata ciclică' va fi unghiul format de vectorul de poziție al punctului mobil cu o direcție fixă, și integrala ( ) va fi integrala ariilor ■ K ' \ » В \ ' '• £ , • »’*'*' ■ : ’ ■ • V § G Integrala energiei Să presupunem că legăturile la care este supus sistemul material nu depind de timp; în acest caz energia cinetică E a sistemului material va fi un polinom omogen de gradul doi în raport cu derivatele q'v q' , q' f ^,q'n, ai căror coefi cienți nu depind în mod explicit de timp Să presupunem mai departe că asupra sistemului material acționează un sistem de forțe conservative, adică forțele admit o funcție de forțe U{q^ q , qs^^q^ In aceste condiții, ecuațiile diferențiale de mișcare ale sistemului material au o integrală a energiei Pentru deducerea acestei integrale vom porni de la ecuațiile lui Lagrange sub forma ( ) înmulțim prima dintre aceste ecuații cu q'v a doua cu q' , a treia cu q' etc și adunăm toate aceste produse; vom obține •" a' ă ^ d (ЯЕ \ Ьй)+( W - dU a’ J ^ = a ? = a > • • • > ~ ’ • V • • * * • \ * atunci în locul variabilelor qx, q J qtt, vom introduce noile variabile ^-{-qx, a + ■■ ' I Din aceste relații găsim: * • v* t I E=Eq- i ■ - I H a, vHTiAttiîF LUI LAGRANGE I UI D’ALEMBERT Șl L^ ■ - " - — - sistemului material, care se găsește astfel încît energia i cinetica a atunci, din integrala energiei mică decîtA» pa împrtem în poziția de echilibru, viteze m , sistemului să devină egala cu , vntn avea: £ =£J -j-/z cu Д iar ■ funcția ’de forțe va deveni egala avea: ■ ■ ■ „ F, , f Fie e un număr oarecare pozitiv, mic Fie N cea mai mică dintre valorile pe care le capătă diferența UQ— U, cînd vreuna dintre coordonatele generalizate capătă valoarea +& sau —s, iar celelalte coordonate rămîn în interiorul intervalului (—s, +&); așadar vom avea totdeauna t/ — Dacă imprimăm sistemului material, în poziția lui de echilibru, astfel de, viteze mici, încît să avem Eo О Е- : i Î - ’ ■ , q' cu valorile lor din formulele ( ),' vom obține: E==~ (aiiPÎ+a p +- • •-Hannp + a p p + »,^^+ ( ) cinetica să se anuleze , q't în timp vitezele qv q' in care coeficienții ■ generalizate qv q + - + % ііПРп рл), ii’ a » • • • ’ ап і n sînt funcții de coordonatele ț, qn Vom examina apoi funcția П ' de variabilele qt, q\ și P/ Variația H n n a acestei funcții va fi: tsr* ( «i '' Zj s dP- dt dqn în introducînd formulelor ( ), vom obține: dp, dE ȘE dU dH I H| I ■—!** * л ІШ ІІІШЧ »T ■ ~’r- dQn dQ,j / ecuațiile ( ) variabilele pi, Pz plt) pe baza i V dt f / • ! I • f ? în care funcția H trebuie să fie reprezentată ca o funcție de variabilele qx, q^^ ,qn, pb p »-Expresia ( , ) a funcției /f poate fi transformată într-una mai simplă In adevăr, din formalele ( ) rezultă că trebuie să avem: ' / '" * t * Г ’ • > n ; ’ b * jb z V U -j z | • ' V » • • * dLU‘ ' ț de aici, ținînd seama că E este funcția omogenă m t, rezultă adică ( > \ Așadar, pentru a obține ecuațiile сапппі™ • sxsj s:xds’/= ‘ **** ecuațiile ( V C*a l > duPă care este înainte n i • - toate fr^buies nnnîa r? btîmu w material în funcție apoi, ng baza /лг» лЛх ecuațiile ( ), baza formulelor ( ) г m funcție de pi și să se ’ după aceasta trebuie se obțină* ușor ГЕ INTEGRĂRI ECUĂTltLOR CANONICE O w i * = {t; ! rf tb ' ț) că integralele ecuațiilor P > «»Pn’ ^ezu^ă flin integralele ( ) pe baza acestor~ valori inițiale ale variabilelor p și q, se pot determina valorile constantelor arbitrare CV C Deoarece pentru deducerea ecuațiilor canonice din ecuațiile lui Lagrange s-a presupus Că legăturile sistemului material nu depind explicit de timp, ecuațiile lui Lagrange au o integrală a energiei Această integrală se obține ușor și din sistemul de ecuații ( ) In adevăr, avem: dH dq H dq H dqn H dp ■ I I I п рр, rezultă că din integralele ( ) pe baza acestor e g ^ , H dp Sp dt "I și ținînd seama de ecuațiile ( ), obținem dt * ^ dPi dq ^Pz'"’ *л Л" QH дН др ( în care h este o constantă arbitrară» adică ajungem la integrata energiei § Metoda lui Jacohî de integrare a ecuațiilor canonice» Integrarea sistemului de ecuații canonice poate fi redusă la aflarea integralei generale a unei ecuații cu derivate parțiale de ordinul întîi Acest procedeu care are o mare importanță teoretică Și practică a fost propus de matematicianul Jacobi ( — ) ’ L I » P? d«i dpi dPi cit Л I Pi^P sînt înlocuite cu expresiile lor în funcție de noile variabile Să presupunem că acest sistem transformat va fi: — ■ ■ dar astfel încît funcția H ( ) pot fi ♦ ( wl ■ : • P si *• oft ȘH , fi aH dh Șli Șh SQi дРі ' Ч № SPt дчі др* dq* SQi • • L •« л £Я £ Я Șp Qq c*ai dpi dai dp d«i Muțind toți termenii în stînga, vom avea: * ® ** I i cJQi \ $Pi ж • C-^’ H» $« dty \dP Ж ЙЯ ( a« ЙР /f p P ^« / ЗР ^ dPi \ ^i dPi fol «foi « = , foi fo- * \ Pentru comoditate vom schimba ordinea acestor relații apoi relațiile ci ь H • - dpi da- as t tei încît mai întîi să fie relațiile cu semnul plus; vom avea: — dqi dpi R '"Й Ne convingem ușor că aceste patru rînduri rt« șUnume “rmătoarele patru cxPresii sînt diferențele aceste patru rînduri totale exacte • •к -• A ■; г '' A ■' i A: * '■ ИІ A • Д ч «■ ‘ • + « г) arbitrară, o termina în felul următor: știm că ecuațiile ( ) au energiei: I ( ) vom de-integrala H( > Рь Аі)=Л în care h este o constantă arbitrară Vom utiliza relațiile ( ) vom înlocui Pi și p cu valorile lor; vom obține: H[ acestei ecuații, vom obține o cantitate constanta, [, p , adică vom avea H ₽г)* atunci astfel: integrala generală a Trebuie să obținem de ușor de stabilit ce obținută pentru ea, constantele se vor scrie care depinde de Ecuațiile ( )> dt dp dt aji dpi ? da № n dt ~ ац ~ г₽ ; fel, cantitățile Șr, Ș vor In acest I fi constante arbitrare * Л У ЛяЛяЛ pentru cantitățile cq și a vom obține: x v | ,^ *- I ' ’' > '' ' „ ; ’ ■ ' \ ' ' ■ • J ■ în care Sj și s vor fi constante arbitrare, cantitățile nx și n însă vor fi funcții cunoscute de constantele arbitrare și S De aici obținem următoarea teoremă a lui Jacobi: rntP^ Іп integralaenergiei H (qx, q , pv p )=h a sistemului canonic de ecuații ( ) vom înlocui cantitățile p{ și p prim (iernatele parțiale și și V In gâsi integraîa generală a ecuației obținute de ordinul întîi cu derivate nartialp ntnnrî în tegrala sistemului canonic,de ecuații ( ) vafi- ’ ай’ Pi= in c£re ’ » ₽i Și § sînt conștante arbitrare •ЛИаЗДгA, ,ss« ;rt» » « S + const, insă nu trebuie luată în Л asemenea de soluția în Constanta ’ Virtutea иТзѵГеаѴ vâTntîa ce ,nsă nu W face în caărul acestuVparagraf,Ce C°’ Siderat’ ceea V * ■ ( > EXEMPLE Desigur, pentru stabilirea ecuațiilor cu ^vate căror inWale ST iT T nenea‘ i unS- pot fi dosite» afara de funcția ‘ r * к ’ • I Vom avea: t , din ecuațiile rlui Lagrange vom găsi [pentru ecuația de mișcare rigid: ' L " ' ' d o „ - Jo' , în de rotație» § = din a soliduiu W • * Aceasta este ecuația bine cunoscuta, dedusă în § Să se deducă cu ajutorul ecuațiilor lui Lagfange ecuațiile de mișcare ale unei figuri materiale plane în planul ei Diept cooidonate generanz*>te ae acesta” sistem material vom considera coordonatele (j, „ ale centrului masa or figurii plane în raport cu un sistem fix de axe de c o ordonat e Oxy și un-ghiul ѳ de rotație al figurii plane în jurul centrului maselor fată de o reaptă» paralelă cu axa fixă a absciselor Ox Daca M este masa figutn plane, și J momentul ei de inerție în raport cu centrul maselor C, în baza formulei ( ) energia cinetică E a figurii materiale plane va fi: ‘ E— — M (g* + T ) + ~ Dacă vom duce prin centrul maselor C al figurii plane axele de coordonate Cxj și Cvf, paralele la axele fixe de coordonate, se vede ușor c& pentru punctele niguril plane vom avea: SxVi , v= y] z= ; în acest fel, vom avea: V (Xăx + У у+!ЭД “Й X Syî У + So £ (V, У-v, X) r-r rrTîATHLE LUI LAGRANGE S PR NC PWL U D-A ^«T Ș ^!L - DM expresia energiei cinetice avem =M ) , -дЧ-€ ’JS’ figurii plane au forma pri» urmat*, ecuațiile lui Lagrange de mișcare a Vr -UÎP=W' Jc> (Xj У—Уі^)’ (în raport cu unghiul ■ -j E= r—(Aco? - ( ) -{-С(!) ), ' ■ - X iar în baza formulelor ( ) viteza unghiulară co conține derivata ț>>, i conține unghiul Ф, și vitezele unghiulare wx și соу conțin unghiul y, dar nu ■conțin derivata “J ™ , ™canic elementar al forțelor aplicate corouU?' vâ Mzs x =M - Obținerea lățilo^Vâ maS^mr л\,ecuatHle lui Lagrange ' iîn jos și notăm raza scripeteiul dirijăm axa a / pULlul tu ar ungUitil de ie, a primelor două ecnntu o'u TVÎ? prin th^rmedlul uoua ecuații ale lui Euler este mult mai ecuația de mișcare a greu-axa absciselor pe verticală * rotație al scripetehil * exemple й K u greutate P = mkg este mai mat o decîț greu-Este evident că energia cinetică E a sistemului tormat ел o Sa presupunem că prima ■ •; doua — f de ambele greutăți împreună cu scnpetele va li: Ж , în care / este momentul de inerție al scripetelui în raport cu axa Iui de ro tafie Din relația : ' « * У ’ Й k * * (m,a +m a -\-J)g' = {tnx—tn \ ga , ** l w w * * -r \ • « • : • • Л * In acest fel, ajungem la rezultatul obținut la sfîrșitul , Să se deducă cu ajutorul ecuațiilor lui Lagrange, ecuațiile de mișcare ale unui pendul dublu care constă din două bare omogene de aceeași lungime /, fixate între ele prin articulația A, și care pot oscila sub influența greutății lor înfr-un plan vertical în jurul punctului de suspensie O, care coincide cu extremitatea uneia dintre bare (fig ) Vom raporta sistemul de baie la un sistem ortogonal de axe de coordonate Oxy, Vom dirija axa Ox pe verticală în jos, iar axa Oy — pe orizontală Este evident că energia cinetică a sistemului este formată din energia cinetică a primei bare OA și energia cinetică a celei de-a doua bare ЛЙ Deoarece momentul de inerție al pe orizontală Este evident că energia i doua bare Aft Deoarece momentul de inerție al Curs de mecanică teoretică II, » Ț J lui t d;, r» t * r*r* t t a t i î T P LUI L A R A N Й PRINCIPIUL LUI p^LBMBERT-Șl ■BbUATULI primei bare în raport cu punctul и este egal barei, rezultă că energia cinetică ( Ml , în care M este masa ■ ) a primei bare este egală cu — M/ în care i este unghiul format de-prima bara Pentru a deduce energia cinetica a cehi de a vom considera o particulă elementara oarecare situată la distanța s de punctul A Pentru coordonatele ei avem: - ■ ' doua bare a acesteia x=ZcosOj+scos ^ y=/siii i + $sin Ѳ , în care ѳ este unghiul format de bara a doua AB cu axa verticală Ox, de unde obținem: J ’ i - sistem material considerat Ml cos (o —ot) Qjo' va fi / st ptfc-p ♦ sau - m' a + ~ Mp coa ( M/ o “ - I I ■x” MB cos (o Oț) OjOă s ■j ■, l; ,аг abscisa x a • sin O - Sin OjSOi? Sx — /sinQj j Lucrul mecanic elementar al celor două forțe Mg, aplicate în punctele C Xi = — Mgl sin J - Mgl sin Ѳ Ѳ — — Mgl sin o , sau ■ Din expresia energiei Mgl sin ОіЗѲJ — — Mgl sin Ѳ &Ѳ - * cinetice E a sistemului material considerat rezultă : r Ml cos ( — j) ^ ’ M / ѳ Ѳ Ml COS ( — ) Ml sin (ѳ —Ѳ[) Ѳ] • Ч * • ’ • • н ■» Ѳ[ Ml sili (Ѳ ""Ѳр Mgl sin Op V s i I LAGRANGE Mt cos (Ѳ -Ѳ ) ~ T M/ sin-(° ) z , *л \ d^ +-*M/ sin( - i)- — dt I dt dt în funcție de timpul ; • * • vom pota prin Cț și sj valorile constantelor arbitrare, care corespund valorii кг -și prin C și s — valorile constantelor arbitrare, care corespund valorii k Atunci soluțiile ecuațiilor diferențiale considerate pot fi scrise astfel r ° = sin (kt + Sj) + — C Ă' (M *Ь І» *** *І I js*n M+ej) -C * '~ — sau înlocuind cantitățile /q și cu valorile lor, obținem O, = + С, , ~ sin , /Ч-Bj + C> , Г+ш PRINCIPIUL LUI b'AI EMWRT ECUATOR UOWNOE l№ t vom obține : â * -Ж I M PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERÎ ȘI ECUAȚIILE LUI LAGRANGE Pentru a obține Integralele în tava formulei ( * ), voim determină btine î Punînd i/=₽iz» ш = ЛІлрі I mkfa arc sin z+const In acest fel, integralele căutate vor fi: sau тк?п arcsin z-f-const = — ’ dpi > ■ - ' ■ » *■* / у -J Z+si=m/r Pit " i, р—шк~\/ pp- • es^e aplicat un sistem de forțe conservative derivînd din funcția de forțe U Fie valorile coordonatelor generalizate care corespund poziției de echilibru a acestui sistem material; cu alte cuvinte, fie qx= limitîndu-ne la termenii infiniți mici de cel mult ordinul doi Deoarece valorile = , ^ = , , ^= corespund poziției de echilibru a sistemului material, rezultă că trebuie să avem; în care seamnă siîk deriv vom avea: • UNUI SISTEM MAlî Jc AL semnul pus ca indice jos, , in dreapta parantezelor, in că toate coordonatele generalizate î,, Рг пвт)а-С ațelor parțiale trebuie să fie «locuiți cu zero Prin urmare * * ‘ Ud ^î) IA o ?o i ( п Л -I * * - • f v • * Pm ’id pentru prescurtare: U ( , o rr (&U C'O» I I " № n $ / n Dacă pentru funcția U valoarea UQ este un maxim, expresia din formula ( ) în interiorul parantezelor trebuie să fie prin esență negativă, adică ea trebuie sa fie negativă pentru toate valorile pozitive sau negative ale coordonatelor qv q , ,qtl, mici în valoare absolută ■ • \ • ; / t > • ' /■ / */ * i ‘ ; Presupunînd că legăturile la care este supus sistemul material nu depind în mid explicit de timp, va rezulta pentru expresia energiei cinetice, zi un polinom omogen de gradul doi in raport cu derivatele qv q , ,qnn, așa cum s-a explicat în § din capitolul precedent și anume: £” T w în care s-a pus a[k — sub forma următoare ^ ^ ^ ^ ) "E(^ ^ ‘ • + «„X = ^„ + bn q bik= bki Ecuațiile obținute pot fi [scrise Д * nn n} ѴГ n n'i n Vedem că ecuațiile ( ) sînt ecuații liniare de ordinul doi cu coeficienți constanți, care nu conțin derivate, de ordinul întîi Ecuațiile ( ) reprezintă extinderea asupra sistemelor materiale ale ecuației deduse în § , pentru un punct material In adevăr, să punem n = , Vom avea: £₽ -«n , atunci energia totală E+ V a sistemului material va scădea în decursul timpului Așadar, funcția F, pozitivă prin esență, reprezintă risipirea (disiparea) energiei totale a sistemului material, prin care fapt se și explică numele dat mai sus funcției F • • V J ' - Coeficienții c c ,cn i,z funcții de,coordonatele generalizate q{, q , ,q și pentru funcțiile coordonatele qXi q păstrarea în funcția F numai a termenilor infihiți mici de ordinul doi; prin urmare, în aceste condiții toți coeficienții cn, с Ъ ед і>д vor fi constanți După aceasta, înlocuind în ecuațiile ( ) expresiile obținute pentru funcțiile E, ’T ‘ ~ ^ ^ ••• ~^~a\n^n ,en i>n din formula ( ) sînt în general n In același mod ca U, putem pune în acești coeficienți toate qn egal cu zero, ceea ce este echivalent cu și r, vom avea: i t • • •' / \ ' O i \ » к • ♦ ^ ^ +^ ^ + •••' \ Й | ' i l \ * • c ■ П I ;-d L ii, I anXq\+a ^ + ” • • f I J rfl ПГГгп am^ и l Я + bn$ + • Л m + Cii ^ + ’ • • + CrM ’ ' • ' ві I I • I П pllfi ' H ІН л J F Л MICILE OSCILAȚII ALE UNUI S STEM MATERIAL în care s-nătoare Ecuațiile obținute pot fi scrise ki ' * sub iorma ( ) e » o * liniare • к • I Vedem că ecuațiile ( ) sînt ecuații diferențiale ordinul doi cu coeficienți constanți, care ronțin și derivate de ordinul întîi Integralele ecuațiilor ( ) sau ( ) sînt asemănătoare^ după cum se va vedea în paragraful următor § Integrarea ecuațiilor de mișcare Pentru integrarea ecuațiilor ( ) trebuie utilizată metoda de integrare a ecuațiilor diferențiale liniare cu coeficienți constanți, expusă în calculul integral Să integrăm mai întîi sistemul de ecuații diferențiale ( ) Punem :/ n - • U ■ - * » și r sînt constante; știm (Dinamica punctului ■ - * - in care B , , / § ), că dacă r este un număr imaginar, coordonatele \or varia după legea oscilației armonice cu frecventă egală cil pe i în expresia mărimii imaginare r ѵгУѴміп ridicată și după simplificarea rezultatelor cn ert, vom obține: • ■ , ; / » , ' z în raport cu I' ^J ’ • • •» f Ecuațiile obținute pot fi scrise sub forma ( ) ліѵ;— • + (^nnQn + спцУп bnrfln) ~ ’Z л- i •• • w Л z - • * z • ' ' - - - > л /•-% * *• »* •’ ■ ’• * ( Ir ~/? ) ^^ (ai r ~^i ^ -I- + ^ ^П г ~^| ) -I- /Г Tvcm^utea^i °"Tne,de g^dul întîi în raport cu-, /z om puica g ' L? ' ' î • ’ • > L ? n’ ale ecuației Д(г ) = , considerată ca o ecuație în raport acest fel, vom obține următoarea integrală a ecuațiilor care ( ) aie sistemului material: ,=/„ (/■?) (C;^' + (C^fC-e-'-»') + •+A (^(CZ"'+c>-r''')> cp + A,, ('■;:) -c:> și C" sînt /z constante Dacă minorii de ordinul întîi al determinantului Ațr ) în care arbitrare — pentru MICILE OSGÎLATH ALE UNUI SISTEM MATERIAL ca rădăcină multiplă; o anumită rădăcină r a ecuației caracteristice Д (p - sint egali ■ cu tero, atunci, după MM se demonstrează tnaJgeorasu^wioaA ecuația caracteristică trebuie sa albă pe rț ca rădăcină multipla, nu vom examina acest caz, trimitîndu-i pe cititorii care doresc să cunoască • această problemă la cursuri speciale de teorie a mișcărilor oscilatorii sau la capitolele speciale din analiză Dacă valoarea este o poziție de echilibru stabil, adică deviațiile sistemului material de la această poziție de echilibru nu pot crește nelimitat Se poate demonstra că în acest caz toate rădăcinile r , r , ^ ale ecuației д(г ) = о vor fi negative, dar se poate verifica și direct ca în cazul cînd rădăcinile r?, sînt negative, valorile coordonatelor , , , В sînt numere pozitive De aici vom avea: n ■ • • D=±$l» ^ = ±$ , • г •»^„= ±Ф„; ■ • ■ I, ■ ■ ■ I / ‘ * ' \ \ I j ’ « ' •’ ІѴ ’ I Vl ' ^ ЛГч l A* * C'^ + c;e-r^= - C'!e Deoarece cantitățile C J și C' sînt constante- arbitrare, să pentru ele valorile: / ’ ■ * luăm ' r - - • \ • ks / л • > * i Ci i !n acest fel, în locul celor două constante arbitrare C ducem alte două constante arbitrare E, și j Vom am:"' • ■ ' I v , î > = /ln( — BpEjSin (?/+ ei) + An(—S*n CM+e ) + r? b A-ha i, , E,„ S( s ,- , e, sînt n constante arbitrare Din formula ( ) a integralei se vede că în cazul considerat; dacă valorile inițiate ale coordonatelor qxQn sînt mici, aceste coordonate rămîn mici în tot timpul mișcării sistemului material Este evident, de asemenea, că dacă una dintre rădăcinile -r„—+г л-г > , + гр, —гл ale ecuației caracteristice va fi egală cu un număr pozitiv oarecare a sau cu un număr complex a+z$, cu partea reală a pozitivă, atunci, deoarece integrala eat sau integrala ela+z‘^f=ea^f^ea/(cos^ |-zsin^), va crește la infinit o dată ca creșterea nelimitată a timpului t, — poziția de echilibru dată ca creșterea nelimitată a timpului t, — poziția de echilibru considerată și mișcarea considerată în apropierea ei nil pot fi stabile ■ I * • r ’ Z / ' ' - ж / , » Dacă sistemul material are două grade de libertate, adică dacă avem n — , atunci în acest caz particular ecuația caracteristică ( ) va fi de forma: adică va fi o ecuație Sa integrăm acum Qi=^ie — , ( э ) bipătratică \ sistemul de ecuații diferențiale ( ); punînd ri, Яг=B e't, , vom obține: ■ Sa i/ "l- c nr— +Bn(ainr +V care ( —Z^n PJ) *; > l -Фі)’ • • și aceleași expresii sînt, valabile pentru celelalte rădăcini complexe ale ecuației caracteristice și pentru ceilalți minori In locul constantelor arbitrare Ci și C vom introduce alte constante arbitrare Et și e în baza formulelor: / A î ’ V • * ,r •• * p / ’* / • •• ; V * - ■ Q A! («,+Ф,) e l — f[W+X«(°l' H-S»! =£,/?„(= , ft)e“‘ г îi - ■ = £|/? i(a , [Bj e°‘f sin [₽,Я-Хц (“i > W+ i]> / r > • în care Яі și sînt cele două constante arbitrare introduse, iar /^ ia , ) și Xn(Mi) sînt modulul și argumentul minorului //(ot+fft) Pâcînd aceleași transformări cu toate celelalte perechi • [M+Xn(ai> ₽i)+sil+ ( ) MICILE OSCILAT» Al В UNUI SISTEM MAȚER AL o,=£, Я, («i, P,) e” 'sin [Й/+Xi («i > + + ■ + £ /? (a , p ) sin[ V+X (“ -W+M+-+ £„ ? («„, p„)e“"'sin[p„t+x (^ W+ J- E!/?!„(*»!> Pi) E“‘f sin [Pi t + Xi„ (« ₽ ) + Ș ] + + E ?ln(a Pa) P„) + enl- Din formulele ( ) se vede că dacă cel puțin una dintre cantitățile a a , ,a/z este pozitivă, atunci deviația sistemului material de la poziția de echilibru va crește nelimitat și ipoteza pusă la baza acestor cercetări, privitoare la faptul că valorile parametrilor д , «Лл/ sînt mici’ nu mai este viabilă Aici, ca și mai înainte, nu examinăm cazul cînd ecuația caracteristică are rădăcini multiple, adică atunci cînd minorii de ordinul întîi ai determinantului Д (r) pentru această rădăcină a ecuației caracteristice sînt egali cu zero In adică este pozitivă, atunci deviația sistemului adică particular, dacă sistemul material are două grade de libertate, dacă avem n = , ecuația caracteristică va fi de forma: I / ~A /' - ~A/+A ~( ) va fi o ecuație completă de gradul patru Teorema lui Routh Din cele expuse în paragraful prece- dent rezultă că, dacă în formulele ( ) toate cantitățile an a »—#n vor fi negative, atunci în decursul timpului parametrii qv Q ^'>Qa> *n jurul toi zero? se vor^apropia nelimitat de zero Rezultă ca, tara a rezolva ecuația caracteristică, se poate cunoaște numai ДнпПлТйіСОе ІС гП^ Г în ce caz semilele părților reale ale trei aceste rcJîm ян ^entru ecuațiile de gradul patru și ecuații ii grad, însă pentru ecuații de grade superioare aceste de unde vom avea : vom găsi de aici: A = — A (a, - a ), Д i = — Д [«! («| + a (aî+O * Д =Л ( +^+ +Й + аі©’ Л =И (aț -₽?) ( +©- Din ultimele formule se vede că dacă părțile reale și a? ale rădăcinilor ecuației caracteristice vor fi negative, toți coeficienții л Л , Лі, vor fi pozitivi; astfel faptul că acești coeficienți sînt pozitivi, reprezintă o condiție necesară pentru ca mărimile оц și a să fie negative, Dar se mai poate întîmpla ca, de exemplu, a? să fie negativ, iar a să fie pozitiv și toți coeficienții Л , V li UNUI SISTHM MATURI AI MICILE OSCILAȚII ALE i M л/wqH coeficient^ SÎllt pozitivi să fie pozitivi, astfel încît faptul că !!■ J f,lWW И — ~~ irw—C— ■ WTI —■■■ sau pentru a = vom obține I D=Л i A Ao—Ai Ал—Ап Аз ® ( ) v ’ ' Cantitatea D^AlA A и! V ’ ■ I - V " î ț r • , ( s), ,- , ( + в)— Д, ( +в), Al“ ( - + b)- A ( + s), A,= a de exemplu: oq Д ( Н- в)ш Л ( -e) MICILE OSCILAȚII ALE UNUI SISTEM MATERîAI dacă se dă că pentru f= trebuie sa Pentru a obține ecuațiile lui Lagrange siderat vom calcula derivatele: = (?i+ , deoarece în caz contrar ar fi suficient să se înmulțească ambii membri ai ecuației cu — Dacă /”і, s'ut rădăcinile acestei ecuații, atunci trebuie să avem: w * * ‘ “W • că ccg = О? эѵсш * I : Ш lM-L atiî Л F UNUI SISTEM MICILE OSC i LAȚ II ALL material A —А о A — ’ 'ariazâ ^‘ЛеИ а vâri Wîtive laSS ti „ce ue m ь este o cantitate pozi- a rădăcinii ecuației caracteris care g ssie L, ЙаГЙЙЖІЙ o^'eugerior lui «n« vom obține Prin urmare, vom avea: Astfel, cînd partea reală a rădăcinii complexe a ecuației cubce trece de la valori negative la valori pozitive, expresia ire£e(Je J * У ™* pozitive la valori negative De aici-rezultă că pentru ca coate pai cile reale a „ rădăcinilor ecuației cubice • • A ” Ло să fie negative trebuie să avem Acestea sînt condiții necesare și suficiente Să se găsească transformările cu ajutorul cărora expresia energiei cinetice • • • t У ^ ^ + a ^ +* • •+ a și expresia funcției de forțe ții + ^+- • •+ n-l, rfln-M constanti’ ₽ot fi aduse la sun,e de nălrate conform condițiilor problemei trebuie să avem sînt noile coordonate generalizat e, atunci V ;• I стл“^лстл = ’ adică sistemul de ecuații diferențiale se înlocuiește în noile variabile oj, —’ &n pdntr-un ansamblu de ecuații separate, independențe, fiecare cu cîte o necunoscută Coordonatele о^ог— , poarta numele de coordonate norma e sau principale ale sistemului material Mișcarea sistemului material corespunzătoare numai variației uneia dintre coordonatele normale, poartă numele de osci ație normală Pentru rezolvarea problemei puse observăm că integralele ecuațiilor precedente vor fi ? n din formulele ( j ) sau ( ) pnnînd ik sînt minorii determinantului А (Г ) = nV ”nl f Oq n și funcția de forțe U la forma • CAPITOLUL XLIV CIOCNIRI § Generalități Cazul de mișcare al corpurilor materiale, cînd vectorii vitezelor ’ punctelor lui variază brusc intr-un interval de timp foarte scurt, poartă denumirea de ciocnire Este ușor de dat exemple care să ilustreze fenomenul de ciocnire Astfel, are loc o ciocnire cînd două corpuri în mișcare se lovesc între ele; cînd ші corp în mișcare se lovește de un corp în repaus, cînd un corn în mișcare se lovește de un obstacol fix, adică de un corp în repaus cu o masă infinit mare; cînd un corp în mișcare este supus, foarte, repede, la o nouă legătură, de exemplu unul dintre punctele corpului devine fix In realitate, fenomenul ciocnirii se produce, deși într-un interval ’de timp foarte scurt, totuși într-un interval de timp finit Pentru ca într-un interval de timp foarte mic vitezele punctelor obiectului material să varieze brusc - într-un mod finit, forțele care acționează asupra obiectului material în acest interval foarte mic trebuie să fie foarte mari In adevăr, să considerăm, de exemplu, ecuația de mișcare a unui punct material • • a * * а X de aici avem: mdv=d(rnv')==Fdt, * ? * * • adică ajungem la relația cunoscută care arată că diferențiala cantității de mișcare a punctului material este egală cu impulsul elementar Integrind ambii membri ai acestei relații între limitele t și ri-K, vom obține: /nuff—/nvr= \ Fdt ■ * p* CIOCNIRI «•' este viteza punctului corespur szător Ж riteza punctului, corespunzătoare momenUlui • „ pjv dacă F X Din formula ( ) rezultă în ceea ce privește termenii v't Și Up ei se consideră fie egali între ei, fie se pune yj'=nj(l — ), astfel încît coeficientul X determină micșorarea vitezei tangențiale u't De aici obținem : • ut p=to^' să presupunem ca formează cu normala n cu un VI în timpul ciocnirii; vom pune u" o? l'ga=/ ’ I ț tg p = • ( ) Prin urmare, unghiul de reflexie, în virtutea formulei ( ) este întotdeauna mai mare decît unghiul de incidență și va fi egal adică găsim: î * ECUAȚIILE DINAMICE ALE CIOCNIRII Trecînd Ia ur sistem material, vom avea din formula ( ): CIOCNIRI -— în care M este masa solidului, iar J momentu port cu punctul C „ punct Pentru cazul mișcării solidului rigid cu p țiile ( ) vom avea - Aco —Aw inerție în ra ( ) Mdt Din ecuațiile ( ) lui Lagțange vom găsi = lîm dQ I Q Qi^ Pn-Pn "—up] Ъх-\~[Ру—т + ni (uz—vg) }=o ^ | g\ li ciocnire in sis «’/)+ ( ) a produs terial In această rile virtua ciocnire și care DREMELE LUI CARNOT vom obține: V m - ■ [u*P*) + (tf'u") + u'y) ty+m (Vz—vrz) bz] = I m smt percuțiile dat» uatie cantitățile x, I • > и II I p » ♦ J ■ I f » * h î| П ] LI ' h Ui I CIOCNIRI Să notăm cu E’ energia cinetică a inte de ciocnire» adică sistemului material imediat îna m (ZJx "b v'y • energia cinetică a sistemului material imediat după notăm cu ciocnire, adică ft I să notăm cu energia cinetică a vitezelor pierdute, adica m [(yx —yp + (v'y ~~ vy) In acest caz sau relația precedentă poate fi scrisă sub forma •ț * E"—E'+Ep^ o, Er—En=E ( } Relația ( ) exprimă prima teoremă a lui Carnot, care poate fi formulată în felul următor: in cazul cînd se impun noi legături unui sistem material absolut neelastic în mișcare, energia cinetică a sistemului material pierdută în timpul ciocnirii este egală cu energia cinetică a vitezelor pierdute Sa presupunem că se suprimă unele legături ale sistemului material, ceea ce se întîmplă, de exemplu, atunci cînd solidul se desface în părți sub influența forțelor interioare așa cum se întîm-plă în timpul unei explozii In acest caz, în virtutea indicațiilor expresiile îr^tU § ’ vom putea lua Pentru deplasările virtuale Zy^v'pt, oz=o$t; ’ virtuale a> ăv, , în diferențiala timpului î, ux) '] -o introducînd aceste expresii ale deplasările ѵот оь[іпе- ) simplificînd îeailtaiul cu ciocnirea unui corp care are o axă FIXA de rotație Deoarece avem; UD —У * vc-m obține: Ж" m •f « +«; +w у- у") + (у' —Ур +(^ ( ) a lui Carnot Din în timpul ciocnirii, Relația ( ) reprezintă a doua teoremă relația ( ) rezultă că în cazul considerat, - , energia cinetică a sistemului material nu se pierde ci crește* Relația ( ) poate fi exprimată în felul următor : Prin suprimarea unor legături ale unui sistem material în mișcare, creșterea energiei cinetice a sistemului material este egală cu energia cinetică a vitezelor pierdute Vom menționa că pierderea de viteză pbate fi atît pozitivă cît și negativă, energia cinetică însă a vitezelor pierdute este desigur totdeauna pozitivă Dacă sistemul material este perfect elastic, atunci nu au loc scăderi ale energiei cinetice în timpul ciocnirii și trebuie să avem En~Er Această relație poate fi considerata ca una ce caracterizează un punct material perfect elastic § Ciocnirea unui corp care are o axă fixă de rotație Vom folosi pentru rezolvarea acestei probleme formulele ( ) și ( ) din capitolul XXX VIII, cu ajutorul cărora se determină atît mișcarea solidului în jurul unei axe fixe, cît și proiecțiile (A", Y"t Z") și (X\ Y', Z') ale reacțiunilor P( și aplicate respectiv în punctele O și O' ale axei fixe de rotație Oz, unde vom avea O O == л Vom aminti că pentru a deduce formulele pentru ciocnire, putem considera că în formulele ( ) axele ortogonale de coordonate Oxyz sînt invariabil legate de solidul considerat Presupunînd că ciocnirea apare datorită aplicării în punctul x , y , al solidului rigid, a percuției H-v — lim CIOCNIREA UNUI CORP ARE ARE ( ) AXA FIXA OH ROTAI IE tor, a vitezei ■e iar din punctele O și Orf iar proiecțiile Pz și j ordonata centrului de greutate al acestui corp Să găsim îfl ce Din prima ecuație ( ) se poate găsi vâri ați яti> unghiulare de rotație a solidului, provocată de: ciocnu celelalte ecuații ( ) se pot determina „proiecțiile P»« flor dn punctele O și O', «ar proiecțiile Pz și Pz nu pot fi separate, ecuațiile ( ) M reprezintă masa solidului, iar и abscisa șt ordonata centrului de greutate al acestui corp Să găsim în ce cazuri percuțiile P și P' aplicate axei solidului rigid, vor fi egale cu zero Dacă vom aveaP'=P'= Pz= și Рх=Ру=Р = , atunci din formula a treia ( ) vom găsi Рг= Astfel, ajungem la prima condiție pentru ca axa de rotație a solidului să nu aibă de suportat percuții în urma ciocnirii corpului Percuția exterioară trebuie să fie perperdiculară pe axa de rotație In cazul cînd percuțiile din ax sînt egale cu zero, ecuațiile ( ) pot fi scrise sub forma T Л у— rr a (!) —( fi со punct de aplicație -Problema constă în a găsi un astfel de (x , y , Zq) și o astfel de direcție a percuției P, îneît să fie satisfăcute ultimele patru ecuații; din prima ecuație însă vom putea determina variația sub acțiunea percuției a vitezei unghiulare de rotație a solidului Vom lua pentru axele de coordonate Охуг invariabil legate de solid o astfel de poziție îneît Oy să fie dirijată paralei cu percuția P; ceea ce este posibil deoarece percuția P este perpendiculara pe axa Oz; pentru aceasta este suficient să se rotească axele Oxyz cu un unghi oarecare în jurul axei avea atunci Px= , fi scrise sub forma V om Рг= , și ecuațiile precedente vor putea Л (w"~ w')=x P, mzx My) («"—со’)==о CIOCNIRI Din aceste ecuații obținem mzy = , Vom muta originea coordonatelor în puncttil Vom avea z—Z^-\-zi și vom obține = z M'r\+ ■ ■ ’ * r i- * I - de coordonate z mzy mzx- ')z J>x+ -w')z ^+(“" =z P+(wff—оУ) mz”x- Astfel, ajungem la relațiile: n mz'x—ZQP = ' mz'x mz'x— mz'y= , din care rezultă a doua condiție pentru ca axa suporte percuții sub acțiunea ciocnirii pe care o Axa de rotat ie a corpului trebuie să fie axă principală de inerție pentru punctul de} intersecție al axei de rotatie cu planul perpendicular pe ea, care conține percuția In sfîrșit, din relația tj=O obținem a treia condiție Centrul de greutate al corpului trebuie să fie situat în olanul care trece prin axa de rotație a solidului si este ' pe percuție ’ >? Deoarece cantitățile x și f, după cum se vede pi ecedente, trebuie să fie de același semn, rezultă IerS > e° iPU Ui’ Cît Și punctul de intersecție parte a axei de rotatie a solidului * de Din formulele găsim: Și * de greutate al corpului, cît ’ solidului să nit suportă corpul: axa de rotație perpendicular din formulele că atît centrul al suportului a solidului aceeași mx CIOCNIREA CENTRALA ȘI DIRECTA A DOUA STERE Din formulele x —Lor)=(a> obținem: w Astfel, coordonatele (x , z ) ale punctului C din planul Oxz, prin care trebuie să treacă suportul percuției P, sînt egale cu: m (x +> ) X°= ѴгёГ~ mzx mx ( ) Dacă ciocnirea nu exercită o presiune asupra axei fixe, adică dacă sînt respectate condițiile indicate mai sus, punctul C, determinat de formulele ( ), poartă numele de centru de percuție Centrul de percuție este situat în planul Oxz, adică în planul care trece prin axa de rotație și prin centrul de greutate al corpului; percuția P trebuie să fie perpendiculară pe acest plan Oxz Dacă solidul se reduce la o placă omogenă a cărei grosime poate fi neglijată și percuția este dirijată perpendicular pe planul ei, atunci se poate alege ca plan Oxz planul acestei plăci Pentru coordonatele centrului de percuție C obținem atunci din formulele ( ): ( ) Se vede ușor că prima dintre formulele ( ) coincide cu formula lungimii reduse a pendulului fizic, care are axa Oz ca axă de suspensiune u , atunci prima sferă va ajunge sfera a doua și se va produce fenomenul de ciocnire, ceea ce vom șt presupune In decursul intervalului de timp de la momentul t al primului atunci prima sferă va ajunge sfera a donași CIOCNIRI , adică contact al sferelor se va P/°^“ce f ț™^^egak între ele; fie t> cflor două sfere , nu există perenii exterioare, în formula ( І ) vom avea P= vom avea H” sau !Уr +/^ ^ = С V* De aici găsim: îTllU[^^ ^ U= + Energia cinetică Ef a sistemului material format de cele două, sfere imediat înainte de ciocnire va fi: energia cinetică E a acestui sistem comprimare a sferelor va fi: material, la sfîrșitul etapei de (nu /Tq + ni Deoarece în prima etapă a ciocnirii,, care se produce în intervalul de timp t sferele trebuie să fie considerate ca niște corpuri perfect neelastice, lor li se poate aplica prima teoremă a lui Carnot, adică trebuie să avem: in care ? ^o) / ?i “ este energia cinetică a vitezelor pierdute Avem sau wif)j -Ь/» а Wl+Шо efectuînd calculele obținem: тні+тГ"’ (іщ + /Щ) Ш (niș(țfj — > ) m | Ț пц CIOCNIREA ENTRALA Și DIRECTA Л DOUĂ SFERE Dai’ avem: {піуЩ /Пі-Ь/Ио + (Щ+т$—(тіѵ\+т ѵ ) П \ +^ Astfel, prima teoremă a lui Carnot în acest exemplu particular Vom determina percuțiile ce acționează asupra celor două sfere în perioada т, a ciocnirii Deoarece viteza celei de-a doua sfere a crescut de la valoarea v pînă la valoa-zultă că cantitatea de mișcare căpătată de sfera a doua este j +/n a fost verificată т}щ+т ѵ ІЩ +m И j OT + m Cantitatea de mișcare căpătată de prima sferă va fi: z \ ( т^ + т и A - w* ■ - П т ~ тг+ m / , W / ?i+ m Astfel, pentru suma percuțiilor avem ceea se putea prevedea, deoarece suma forțelor interioare intr-un sistem material este totdeauna egală cu zero Să trecem acum la perioada a doua т a ciocnirii, cînd se produce revenirea formei sferelor Vom nota vitezele primei și celei de-a doua sfere, imediat după terminarea ciocnirii, adică în mementul prin u" și u" Din formula ( ) vom avea: j ~ ~l~ ^ ^ * găsi a doua ecuație, vom folosi ipoteza lui Newton, Deoarece după ciocnire sfera a doua va căpăta un surplus'' de viteză față de prima sferă, atunci, notînd prin A coefjcientul de restituire, vom avea: Pentru a expusă în § Un-— и',—Zt (i>ț— u ) I г r O-H') “ m j - sau * А лг,/па ~ âfTj - (ut ~~ uă) •* Prin urmare, vom avea: — VL, „л Ș + Taw —"г) - M — Curs de mecanici ieorețlcjj II -H - k ‘ s* IOCNIRI Înlocuind formula ( , ) vom oo|inc — r Г x- w-w л Г І ~ IIГ ‘ " * к I t fc | ,щ (u,-»]) ( ) ■ fe ^ » i+k l * Formula ( ) este P^^^eoTebtaTu-se ^‘e^nUtnai * pnma cineflce a viteze,oi pierduf, , Unei bare omogene dreptunghiulare fixe, g masă M și lungime l, îi este аР саЧ^ ® S? ewgVcta^^Ba^aref-imediat ж- * “ Хсі’din “ ele ( ) vom obține: Mu=P, J&=Pa, J este momentul de inerție al barei în raport cu centrul ei» Pe baza + —• Ja> , yi prin factorul § Exemple •n care teoremei § vom avea; De aici, întroducînd raza de inerție k, vom găsi l k j M £ O placă dreptunghiulară omogenă cu laturile a și b se poate roti în jurd îaturii a; cum trebuie să fie dirijată și în ce punct trebuie să fie aplicată la această placă percuția astfel încît axa de rotație a să nu aibă de suportat reacțiuni date de percuție ? In virtutea § , ciocnirea trebuie să fie dirijată perpendicular pe planul plăcii, iar centrul de percuție trebuie să fie situat pe o dreaptă, paralelă la latura b și care împarte placa în două părți cen^u lui fp Percuție de axa de rotație se determină cu ajutorul primei dintre formulele ( , ) și anume: Xq« f~— І De aici găsim: I O placă omogenă avînd formă de triunghi ișoscel bu " timea h se -poate- roti în jurul laturii a; cum trebuie sa не dirijată șt în ce punct al acestei plăci trebuie să fi aplicată percuția, astfel încît axa de rotație a să nu aibă de suportat reacțiuni suplimentare din cauza acesteia ? In virtutea § , percuția trebuie să fie dirijată perpendicular pe planul plăcu, iar centrul de percuție trebuie să fie situat pe înălțimea triunghiului la distanța x de la baza a, distanță dată deprima dintre formulele ( , ) Se vede ușor că: a da — — {h—x)dx\ h de unde vom obține: ' Л ft Л și Prin urmare, găsim: ah a f f - - \ (h—x)x dx= a % y?dx— h J J o — «л : - măfiiimr^un^hhum Că d°rnluIai Tltrtl d,eterminarea vitezei и a glonțului prin nendul balisticun tifindr ЛеѴ max °?ă a pendulului balistic Se numește SrapSrtcTvm moment de inerție J dinamic Deoarece asupra acestul^sktoin mi ^btetn formula ( ) trebuie să avem “ «ctionează percuții exterioare, din Aw=^r, CIOCNIRI ’ ■ , n imiectoria rectilinie a glonțului Dacă l este distanta de la Pu?c tuL’ uic / °*o* Prin urmare, trebuie să avem: mul—(J+m^ ) , iar axa Ox să fie orizontală (fig ) In acest caz proiecțiile pe axele Oxyz ale vitezelor punctelor corpului înainte de momentul t al ciocnirii vor fi respectiv: if = , t>l=gfsiri a, wd = = Uo+gf cos a Să presupunem că muchiea minerului se lovește de marginea O'z' a suportului paralel cu axa Oz; atunci, imediat după ciocnire, corpul va începe să se rotească cu o viteză unghiulară w în jurul axei O'P Construind un sistem ortogonal de axe de coordonate O'x'y'z', paralele cu axele Oxyz, vom avea pentru proiecțiile- pe aceste axe O*x’y"zr ale vitezelor-punctelor corpului imediat după ciocnire: tox", wu = w) unde s-a presupus că proiecția vitezei ivf nu se modifică sub acțiunea doc nlrit De aici pentru vitezele pierdute ale punctelor corpului vorn obține: D, p*,=gf sin a—wx , «/—zn"= Urr — —О)У\ Vй Уо+g^COS a m (и' +і/ Н-н/ ), m (u" -l-i/' +wf'*) m i ] * ( r CIOCNIRI imediat înainte de cioc respectiv expresiile ene^i cinetice a tatregutai ț» - obține: A M n+ — Mg i +MuQ gt cos a, J' o-f-M cos /Ух= -Mfm, У niU)"e ’b Af gt cos ь €SU И Ф (§f + — variațională Ecuațiile canonice dinamice ale ciocnirii — dinamice Gram-masă Gravitația universală Herpolodie Herpolodograf / Rază de girație (inerție) Reacțiune ș u Reacțiunea legăturii în mișcare și în echilibru ș u Regula de aur a mecanicii Rezervă de plutire Rezistența mediului după legea lui Siacci ș u — — proporțională cu pătratul vitezei ș u —- — — viteza ș u , Rezonantă , Rotația Pămîntului , Rotație în virtutea inerției , , Parabola de siguranță Pendul balistic — cicloidal — fizic ,- , — matematic , , — parabolic — reversibil Pendulul lui Foucault Percuție , Perioada forței perturbatoare ? — oscilațiilor ș u ~ — oscilațiilor unui pendul , , Pîrghîe de gradul întîi —■ —“ doi Plan- invariabil Polodie Precesie Precizie pseudă-regiila tă — regulată , Prima lege a lui Newton ș — teoremă a lui Carnot Principiul deplasărilor virtuale ș u , — — Iul d’Alambert , Scripete fix — mobil Sfîrlează Sistem fizic de unități — tehnic de unități , Solid echilibrat din punct de vedere dinamic Stabilitatea echilibrului •> — mișcării Suprafață de nivel — echipotențială Teorema a doua a lui Carnot — directă axiui Lagrange ș, u — energiei cinetice , , — lui Huyghens — — Le}eune-Dirichlet , ș u — — Routh ș u» — reciprocă a lui Lagrange ș» u Unghi de nutație — precesie Unghiurile lui Euler ș, u în loc de SUS proporțiil jos sus jos jos sus sus sus OS jos I jos k m- jos jos sus • jos jos ERATĂ ( +ty)" + Hx ]= + X (e f/s—Ь w th u +sh tto OătX^O Se va ciîi proiecțiile ideaie ЛГ [/(W- ( ky) И-І- - mk-x I ,» * Din vina Editurii Tipografiei Editurii Editurii Tipografiei Edituru Editurii Editurii Editurii Editurii Editurii • d y dt + x(e as- - w u +sh «o Tipografiei Editurii Editurii Editurii Editurii Editurii о ED TEHNICĂ (R) editura tehnica (R)' - EDITURA TEHNICA (R) Zj’ ■ fi * к і І! Leî , ; ’ *, ■ ' ' - (Rămîne la cumpărător) ’ V S j j А I Nekrasov Curs de mecanică teoretică voi II Numărul din borderoul di casă al unității Lei , * - I ((Rămîne la unitate) - ІД •- А I Nekrasov Curs de mecanică teoretică voi II w Numărul din borderoul de casă al unității Lei , (Pentru centrul regional https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/